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1 Analyse

1.1 Etude de fonction

Exercice 1. Développements limités
Soit f la fonction pour tout x € R définie par f(z) = (z — 1)v/1+z + In(1 + ).
1. Donnons le développement limité de = — /1 + x et & — In(1 + z) & 'ordre 2 au voisinage de 0.
2

_ zr T 2
\/1+x61+2 8+0(x)

2

ln(1+x)?x—%+o(x2).

2. Etudions la fonction f au voisinage de 0
fl) = (z-Dv1i+z+In(1+2)
2
(x—1) ( +f—x—+o( )) +x—%+o(m2)

ol

8
_ 22 23 3 z 22 9 22 9
= x—i—?—g—i—o(;ﬂ)—1—§+§+o(x)+x—?+o(x)
= —1+§x+x—2+0(9:2) carzgzo(xQ)
0 2 8 0

3
L’équation de la tangente au point d’abscisse z = 0 est donc y = —1 + 5% De plus,

fo) - (-1+30) = o)

On peut donc conclure que la courbe de f est localement au-dessus de la tangente au voisinage de 0.

Exercice 2. Etude des variations et équivalence [Edhec 2008]

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f,,, par : Vo € R, f, () =

1+6x+n:c.

On appelle (C,,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, ;J) d’unité 5 cm.

1. (a) Pour tout réel z, comme 1 + e # 0, f, est C% sur R et f/ (z) = (1+e,3)2 +n
() = —e® (14 ¢%)? +2e42$ (1+e?) _ ex—(1+ew) thz e O 13
(1+ev) (1+ev) (1+e””)
(b) f/ (x) est donc du signe de e® — 1
x —00 0 +00
e’ —1 — 0 +
fn (2) - 0 +
1 (x) N+ n-— i >0 ST+

Et comme f), (0) =n— %> 0alors f} >0 et

Conclusion : ’ fn est strictement croissante sur R. ‘
1

2.(a) En —oco: f, (x) = e tna — —ooet
1 . .,

En +o0: f, (z) = T +nzx 2T +oo (pas de forme indéterminée)

1
(b) En —o0: — 1ldonc f, (z) — (nx+1) — 0 et la droite d’équation y = nz + 1 est asymptote.

+ e? z——o0 T——00
1

En 4o00: — 0donc f, (z) — nx —+> 0 et la droite d’équation y = nz est asymptote.

r—+00

1+ e% z—+o0

Conclusion : |les droites (D,,) et (D) sont asymptotes de (C},) ‘

(c) f étant C2, elle a un point d’inflexion en A, si et seulement si f s’annule et change de signe.

Conclusion : |le seul point d’inflexion A,, est (O7 %)




(d) En 0, la dérivée de f vaut f/(0) = 2.

Conclusion : | (Ty) : y = %x + %

D'4
-
C1 1

D1

3. (a) fn est continue et strictement croissante sur R.
fn est donc bijective de R dans [lim_ f,, , lim;o fr[ =R.
De plus 0 € R, d’apres le théoreme de la bijection, I’équation f,, () = 0 posseéde une unique solution u,, sur R.

1 1 —e~1/n 1

(b) On compare les images : f, (_n> = Tre i 1= =T <0, frn (un) =0cet f, (0) = 3

—1
Donc f, <) < fn (un) < frn (0) et f,, étant strictement croissante sur R.
n

-1
Conclusion : |Vn € N*, — <wu, <0
n

1

(c) Et comme > — 0, par encadrement

n——+oo
Conclusion :| lim u, =0
n—-+oo
(d) On a 0= f, (un) = H-ﬁ +n uy,, donc
1 1
W = ——
" nl+evn
Un _ 2 — 1
-1 — N .
5 1+ e n—+oo
Conclusion : -
'onclusion : | uy o T

Exercice 3. Etude de fonction et suite définie par réurrence [ESC 2000]

X
1. Soit f la fonction défini R : =
oit f la fonction définie sur R par : f (x) o ——T

On désigne par C' sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

(a) f est dérivable en z tel que 22 +x +1 # 0. Or ce polynéme du second degré a pour discriminant A = 1—4 < 0.
Donc elle est toujours strictement négative. Donc f est définie, continue, et dérivable sur R.

(@) (®+z+1)—2c+1)z 2?+z+1-22°—2 1 —z?
x) = = =
2+ +1 (22 + 2 +1)° (22 + 2 +1)°
T T 1
= = = i i 0 t 0

o) = e i~ s Ie ) sarlsy) Mm@ o 0t i)
T -00 -1 0 1 +00
1— 2?2 - 0 + + 0 -
() -0 + 1 + 0 -
f@ [0 N -1 2~ 0 ~ 1/3 N\ 0

(b) En 0, f(0) =0et f'(0)=1.

Conclusion : ’La tangente a donc pour équation y = x. ‘

(c) Les positions relatives de C' et T sont données par le signe de f (z) —x :

@) x z—x (2 +az+1) —z3 — 22 —z%(x+1)
r)—r=——— —g3= = =
2+r+1 2 +r+1 [ R | R R |

3




T -00 -1 0 400
2 — _ 0 _
z+1 - 0 + +
flr)—=x + 0 - 0 -
Position de C et T C au dessus de T' C en dessous de T' C en dessous de T'

Conclusion : ’ C et T ont deux points d ?intersection de coordonnées (—1,—1) et (0,0). ‘

(d) On trace C et T.

Y o4t
02T
| | | | ! !
-3 2 -1 1 2 3
el X
4T
06T
08T
10t
127
14T
2. On considere la suite (uy),, oy définie par :
Uy = ].7
f (uy) tn tout n € N
Unt1 = f (up) = ————, pour tout n
n n U% Tu, + 1’

(a) Soit p € N*
f 1) _ v - P
) HHi+l l4p+p?
Comme 1 +p+p?>>p+p?>=p(l+p) >0,0na
1 1
<
L+p+p? = plp+1)

1 1
Conclusion : | Ainsi pour p >0, f | - | = P 5 <

D 1+p+p p+1

1
(b) Pour n € N, soit P,, la proposition : "0 < u,, < ?”.
n
1

Initialisation : 0 < ug = 1 < ——. Donc Py est vraie.

0+1
Hérédité : On suppose P, vraie pour un n € N fixé. Montrons que P, 11 est vraie.
1

, comme f est strictement croissante sur [0, 1] et que 0, u, et —=

Par hypothese de récurrence 0 < u,, < P

1
n+1

en sont éléments,

FO <) <7 (57

n+1

1 1 1
De plus, f (TH-l) < s carn+1>1on abien 0 < up41 < - Donc P,,4+1 est vraie.

. . . . . 1
Conclusion : | D’apres le principe de récurrence, on a : pour tout entier n, 0 < u,, < g
n

(¢) Comme 0, par encadrement

—
n+1 n—+oo

Conclusion : lim wu, =0
n——+oo

3. (a) D’apres les variations de f, pour z # 0, f (x) # 0. Et

1 2?+ar+1 +1+1

= =T —

f (@) r r
4




Donc comme pour tout entier n, u, # 0

1 1 1
Conclusion : = =, +1+—
Un+1 f (un) Unp,
. . 1
Pour n € N, soit P,, la proposition : "— <n+ 1+

»

T =

n
Un k=1
1 1
=uy+1+— :1+1+Zf. Donc P; est vraie.
Uuo =1 k
Hérédité : On suppose P,, vraie pour un n € N* fixé. Montrons que P, est vraie. On a

1
Initialisation : —
Uy

1
=u, +1+—

un

Un+41

1 |
et par hypothese de récurrence — <n + 1+ Z T donc

n

1
or d’apres 2.b) u,, <
n+1

k=1
n n+1
1 1 1 1
+l4n+1+Y —=n+2+)» =
Up41 n+1 ];k ;kz

Donc P,,+1 est vraie.

1
Conclusion : | D’apres le principe de récurrence, on a : pour tout entier n > 1, — <n+1+

n

On calcule la différence pour tout réel z > 2
1
g(x)= - —In(z)+In(z-1)

g est dérivable sur [2,+o0[ et

, 11 1 —r+1-—x(z—1)+a? 1
9(55):_7 - e 2 =2 >0
22 oz x-—1 z?2(x+1) x? (x4 1)
donc g est strictement croissante sur [2, +oo[ et comme
1 1 x 1 1
=—-1 1 -1)=—--1 =—+h(l-——-) —
g (x) . n(z)+In(z—-1) . n(m_ ) x+ n< x) T
. 1
Conclusion : |[Pour x > 2, g(z) = — —In(z) + In(zx — 1) < 0.
T

On fait alors la somme de ces inégalités pour k de 2 a n :

n n n n n n—1
1
ZE < > k) -ln(Ek-1)=) In(k)=> Wmk-1)=> k) -> =
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2 k=1
< In(n)—In(l) =In(n)
On reporte dans U'inégalité sur 1/u,
1 "1 1 K1
— <n+1+ —=n+1+-+ —<n+2+In(n)
U, k 1 k
k=1 k=2
Conclusion : |Pour n > 2, — <n+2+In(n).
Unp
On a donc pour n > 2
1 n
- - insi >__ -
un*n—l—?—i—ln(n) ast nUnfn—i—Z—Fln(n)
d’ot1 ’encadrement :
n
- < d’apres 2.b) 0 <u, < ——
n+2—|—ln(n)_nun_n+1 car d’apres 2.b) U, 1
1 < < 1
142400 =L
2 1 1
Or lim 1+ —+ M =1let lim 1+ — =1, par encadrement,
n—-+o0o n n n—-+o00 n
Conclusion :| lim nu, = 1.

n—-+o0o




5. On peut proposer le programme suivant

n=input(’entrez la valeur de n :’);
u=1;
for k=1:n
u=u/(u"2+u+1);
end
disp(u,’la valeur de un est’)

1.2 Suites et séries
Exercice 4. Suites et inégalité des accroissements finis
Le but de l'exercice est de déterminer une valeur approchée a 1073 pres de la solution positive de I’équation :

2e T —e P =g

Soit f la fonction définie sur RT par f(z) = 2e™% — e~2¥, On donne f (1/2) ~ 0,84 et f (1) ~ 0, 60.

1. f est dérivable sur R™ et
fl(z) = =27 4272 = 2727 (1 — &)

Comme x — e? est strictement croissante, 1 —e™% < 0 si z > 0. Donc f est strictement décroissante sur RT. f tend
vers 0 en 400, donc on a une asymptote horizontale. En 0 la pente de la tangente est f’ (0) = 0 donc horizontale.

2. (a) g est dérivable sur R et ¢’ (z) = f'(2) =1 < 0. g(z) — —oocetg(0)=1

Tr—r+0o0
(b) f(x) =z a une unique solution positive si et seulement, si g(x) = 0 a une unique solution positive

g est strictement décroissante sur R™ et continue donc bijective de RT dans | — oo, 1] qui contient 0. D’apres le
théoreme de la bijection, I’équation g () = 0 a une unique solution « sur R, . De plus,

g(1) = —0,4 < g(a) =0 < g(1/2) = 0,34

Par stricte décroissance de g sur RT, on a 1/2 < a < 1.
Ainsi f(z) = 2 a donc une unique solution positive notée a et 1/2 < o < 1.
3. On étudie les variations de h () = x — x2. h est dérivable sur [0,1] et b/ (z) =1 — 2z.
h est croissante sur [0,1/2] et décroissante sur [1/2,1]. Comme h (0) =0, h(1/2) =1/4 et h (1) = 0 alors

Vo €0,1,0<z — 22 <

B~ =

Pour z € [1/2,1],ona 0 < e™® < e /2 < 1, donc e™* € [0, 1]
- _\2 2
F@l=2() = (")) <1=5

Finalement pour tout = de [1/2,1], on a

N | =

[f" (@) <
4. Soit u la suite définie par : up = 1/2 et pour tout n € N, u,11 = f(uy).

(a) Pour appliquer I'inégalité des accroissements finis, on démontre d’abord que pour n € N, u,, € [1/2,1].
Pour n € N, on définit la proposition P(n) la proposition : "u, € [1/2,1].”

Initialisation : ug = 1/2 € [1/2,1] donc P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.

6



D’aprés ’hypotheése de récurrence, 1/2 < u,, < 1. f est strictement décroissante sur [1/2, 1] donc
12 f(1/2) 2 f(un) 2 f(1) 2 1/2

P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : Pour tout n € N, u,, € [1/2,1].

Pour z € [1/2,1], |f'(z)| < 1/2 et pour n € N, u,, € [1/2,1] et o € [1/2,1].

f est dérivable sur [1/2, 1], on applique I'inégalité des accroissements finis sur [1/2,1] entre u, et «, alors

1
1 () = (@) < & —al.
Ainsi 1
[Unt1 —a =< 5 lun, — af .
(b) Pour n € N, on définit la proposition P(n) la proposition : ”|u, — a| < ﬁ.”
Initialisation : ug =1/2 € [1/2,1] et a € [1/2,1] donc

N | =

lup — af <

P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres ’hypothese de récurrence,

|u" o CK| < on+1
D’apres la question précédente, on a |u,+1 — a] =<

1 lun, — o, ainsi

1 1 1

[unt1 — o =< —a\ﬁgﬁ—m

. |

= luy
2
P(n + 1) est donc vraie.

1

Conclusion : Pour tout n € N, |u, — o] < PYESE

(c) D’apres la question précédente, pour tout n € N,

1

< a+ 2n+1

«@ U

- 2n+1 S

1
Comme PTESY —+> 0, par encadrement on conclut que
v n—-+0oo

Up —> &
n—-+o0o

<1073,

. Comme I’écart entre u,, et a est inférieur a ——, il suffit de calculer u,, jusqu’a ce que
n jusq que ooy <

2n+1 ?

n=0;

u(1)=1/2;

p=1/2;

while p>10~(-3)

n=n+1;

p=1/(2"(n+1));
u(n+1)=2%exp(-u(n))-exp(-2*u(n));
end

disp(u(n))

ans =

0.7301787



Exercice 5. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 [Ecricome 1999]
Préliminaire
Soit (z,,) une suite numérique qui vérifie, pour tout entier naturel n, la relation :

Tpt+2 = ganrl + g‘rn

La suite (x,,) est récurrente linéaire du second orde & coefficients constants.

Son équation caractéristique 2 — Lr — é = 0 a pour discriminant A = % + % = 19—3 et pour solutions r; = Y13 ef

3 6
_ 1-+13
=5

Il existe donc deux réels A et B tels que pour tout n € N: x, = A(r1)" + B (r2)
Et ces deux racines appartenant & |—1,1[ on a alors (r1)" — 0 et (r2)" — 0.

T2
n

Conclusion :| lim =z, =0
n—-+oo

a et b sont deux réels supérieurs ou égaux a 1.
On étudie la suite numérique (u,,) définie par : ug = a u; = b et pour tout entier naturel n :

Un42 = /Up + 1/Unt1

Question 1
N.B. Le terme suivant étant définit en fonction des deux précédents, I'hypothése de récurrence devra porter sur deux
termes successifs.

1l.a) Pour n € N; soit P,, la proposition : "u, et u,1 sont définis, u,, > 1 et u,41 > 17.
Initialisation : ug et w; définis ug = a > 1 et u; = b > 1. Donc Py est vraie.
Hérédité : On suppose P, vraie pour un n € N fixé. Montrons que P, est vraie.
Par hypothese de récurrence, u,, > 1 et uy,y1 > 1 alors upi1 > 0 et upyo = Jun + /Upy1 est bien défini (car
Up >0 et upr1 >0) et upro > 2> 1. Donc P,4q est vraie.

Conclusion : ’ D’apres le principe de récurrence, on a : pour tout n € N : u,, est définie et u > 1. ‘

1.b) Si u a une limite finie £ alors £ > 1 et u,41 et u,42 également.
La fonction v étant continue sur R et £ en étant élément, £ = /¢ + /¢
donc /2 =40 dotu ¢ =4 ou £ =0 et comme ¢ > 1

Conclusion : ’1a seule limite possible de la suite (u,) est 4. ‘

1.c) On a besoin des deux termes précédents pour calculer le suivant. A chaque étape, u est la valeur de u, et v la
valeur de Up41-
a=input(’valeur de a 9°) ;
b=input(’valeur de b ?°) ;
n=input(valeur de n ?’);
u=a; v=b;
for k=1 m
w=v; //sauvegarde de la valeur de v
v=sqrt(u)+sqrt(v) ;
U=w;
end
disp(u)
Question 2
On se propose d’établir la convergence de la suite (u,) par I’étude d’une suite auxiliaire (v,,) définie, pour tout entier
naturel n, par :

1
Up = 5\/YT” -1
2.a) On a u, =4 (v, + 1)* alors si ngl}rloo v, = 0 alors ngrfoo Uup = 4.

2.b) On simplifie I’égalité par équivalence : (2 + v, #0 )

Un+1l 1+ Un

L L 2(2 + Vpa2)Vnyo = Upa1 + Up
32+ o) ( +2)Un2 +1

Un+42 =
1 1 1 1
2|24 Ve = 1) ( 5V = 1) = 5Vung = 1+ 5v/un — 1

1 1 1
2 (4un+2 - 1) = 5./un+1 + 5\/U7L -2
Un+2 = y/Un+1 + VUn
8
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cette égalité étant vraie, la premieer également.

'Un+1 + Un
2(2 + Un+2)
Comme 49 > 1 alors v,42 = %,/unﬂ —1> —% et 2 (2 + vp42) > 3 donc

Conclusion : | pour tout entier naturel n : v,49 =

1
Un+42 S g (UnJrl + Un)

Et comme (inégaité triangulaire) |a + b| < |a| + |b| pour tout a et b réel :

Conclusion : | [vn12| < % ([vng1| + |vnl) -

2.c) On note (z,) la suite définie par : xg = |vg|, 1 = |v1]| et, pour tout entier naturel n,

1
71’n+1 + )

Tny2 = 3 3

Pour n € N, soit P, la proposition : 70 < |v,| < 2, et 0 < |vp41] < Tpir”.
Initialisation : Pour n = 0, on a xg = |vg|, 1 = |v1]. Donc Py est vraie.

Hérédité : On suppose P,, vraie pour un n € N fixé. Montrons que P,, 1 est vraie.
Par hypothese de récurrence, |v,| < x,, et |vpy1| < Tpp1 alors

IN

1
[Vn42| 3 (|vng1] + lvnl)

1
g (zn + zn+1) = Tn+42

IN

Donc P,,+1 est vraie.

Conclusion : | D’apres le principe de récurrence, on a : pour tout entier n, 0 < |v,| < z,.

Comme lim x, =0 d’apres la premieére question, alors par encadrement :
n—-+oo

Conclusion :| lim v, =0
n—-+oo

Exercice 6. Suites implicites et intégrales [EM Lyon 2002]

On consideére, pour tout n € N*, la fonction polynomiale P, : [0, +oo[— R définie pour tout x € [0, +oof, par :

2n
(_1)kxk 1‘2 _x2n—1 x2n
P)=S" T T T
(@) ; k Tyttt T T

I. Etude des fonctions polynomiales P,

1. Pour k£ > 1 on a pour tout z € R : (a:k)/ = ka*~! donc

Pl(z) = Z —Z Yokl réindexé h =k — 1
77 2n—1
_ Z h+1 h _ _ Z (_x)h
k=0 k=0
( ) _ 211 -1
- - —r A1
] 1 car —x #£

2. P! est dusigne de 22" —1 et comme 2n > 0 la fonction z — 22" —1 est strictement croissante sur R™ (et strictement
décroissante sur R~ puisque 2n est pair) donc

T 0 1 400
| - 0 +
P! (x) - 0 +
Pl [0~ B) 7 ix
en +oo on a :
P(m):forxfer +_x2nl+x2nx2”< L 11 + -1 1 1> - 4o0
" 2 T 2n—1 2n x2n=l " 242n=2 "7 9p_ 1 2n) a—too

3. Comme P, (0) =0 et que P, est strictement décroissante sur [0, 1] alors P, (1) < P, (0) =0
9



4.

II.

. Pour tout n € N* on a P, (z,,) = 0 donc /

(a) Pour tout n € N* et tout = € [0, 400] :

2(n+1) (_1)k$k 2n (—1)k$k (_1)2n+1x2n+1 (_1)2n+2x2n+2

P, = =
+1(2) ; ; k * 2n +1 + 2n + 2

1 T
— Pn 2n+1 o
(@) +o w1l o

(b) On a donc en particulier pour z =2 :

1 2
Pri1(2) = Po(2) + 22"+ (-
+1(2) )+ Al 2nt2

Et comme

_inﬂ + 2n2+2 = @or 2 0 Pry1(2) > Po(2) la suite (P, (2)),cn- st alors croissante.

Comme de plus Py (2) = f% + % = 1> 0 alors pour tout entier n > 1: P, (2) > P, (2) >0
P, est continue et strictement croissante sur [1,+oo[ donc bijective de [1,4o00[ dans [P, (1), 400]
On utilise alors le théoréme de bijection : P, (1) <0 < P, (2) donc 0 € [P, (1), P, (2)].

Donc I'équation P, (z) = 0 a une unique solution sur [1, +oo[ et x,, € |1,2].

Limite de la suite (Xp)nen+
2 —1
. On a vu précédemment que pour tout n € N* et x > 0: P/ (z) = 1 P, est donc la primitive qui s’annule
x
2 — 1
en 0 det+— :
+1
x t27l -1
xr
| e = mog-P@-P.0

o1
= 0. Par la relation de Chasles

o t+1

1 42n Ty 42n
t"—1 et — 1
/ dt—l—/ dt =0
0 t+1 1 t+1

/I i dt/lt%l dt/l L=

L t+1 , t+1 o t+1

On étudie les variations de la différence : Soit f,, (z) = t?" — 1 — n(t?> — 1). f,, est dérivable sur R et
fh (@) =2nt?""1 — 2nt = 2nt (*"72 — 1) .

et pour n > 1 on aura 2n — 2 > 0 donc si t > 1 alors t2"=2 > 1 d’ot1 f/, (t) >0

Donc pour n > 1, f, est croissante sur [1, +ool.

De plus f, (1) = 0, donc pour tout ¢ € [1,+o0[ : fr (t) >0 et

d’ou

2" —1>n(t* -1)

. On a alors tout n € N* et pour ¢t > 1

21 n(2-1)
>
t+1 — t+1

comme 1 < z,, (bornes de 'intégrale croisssantes)

mn g2 o (2 -1 & t—1?]"
/ dt > / n()dt:/ n(t—1)di=n| =1
1 t+1 1 t"—l 1 2

1

n(z, —1)°

>
- 2

que l'on réintroduit dans I’équation de la question II.2. pour obtenir :

_12 11_2n
MS/ t dt
2 o t+1
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intégrale que 1’on majore & nouveau par 1 — t?* < 1 d’ott (bornes croissantes)

b1 | 1
dt < —— dt=|ln(t+1)],=1n(2
| e | ppd-mesnh-ne)

d’ou finalement :

0 < n(z, —1)° <In(2)

2
2Iln2
0 < (zn—17< 2

2In2
Vn

5. Et par encadrement z,, — 1 — 0 et donc x,, — 1 quand n — 400

:

0 < z,—-1< carx, —1>0et t— V't est strictement croissante sur Rj_.

Exercice 7. Calcul de sommes partielles

On considere la série

>l
— n(n+1)

1. Pour N € N*, on définit la Ne somme partielle Sy par

2. Pour N € N*,

n=1 n=1
N N N
1 1 1 1
N N+1
1 1 N
= Z i Z = avec le changement d’indice 7 = n + 1 dans la 2e somme
n=1 n j=2 J
1 1 tél .
= 1- car on a une somme télescopique
N + b Pt
3. Or comme — 0,ona

N+1 No+x

S
SN :;n(n—&—l) N~>—+>ool
1
La série nz::l m converge et vaut 1.

Exercice 8. Convergence de séries
Justifier la convergence des séries suivantes et calculer leurs sommes
1

1. On reconnait une série géométrique dérivée, qui converge car <1

+§n(n5;1) = (;)2%0”(”_1) (;)H - 512(1_21 -2

n=0 n=2

11



2. On fait apparaitre deux séries géométriques dérivées, qui convergent car

S Sy (L)

<
3

n=1

3. On reconnait une série exponentielle, la série converge donc.

—+oo +oo
4(—=1)n*! —-1)" 4
SA S e
o n! — nl e
4. On fait apparaitre une série exponentielle, qui converge donc.

n! n! < (n—1)!

n=0 n=1 n=

Soit N € N*, on considere

N on N-1 541 N=1g;
Z o= = 2 — avec le changement d’indice j =n — 1
— (n—1)! = = I
Ainsi lorsque N — 400, on a
I S TR
= = Z—2¢?
| — 1) |
n=0 n n=1 (TL 1) 7=0 J

1.3 Intégration
Exercice 9. Intégration [Edhec 2014]
1. t— ﬁl = est continue sur R comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour

oA
x réel fixé, intégrale sur Uintervalle [z, 2z] de la fonction continue ¢ +— ﬁ est bien définie.

L’intégrale ff‘r \/ﬁdt est donc définie pour tout réel .

2. Soit x € R, on effectue le changement de variables linéaire u = —t. On a alors

—2z 1

2z 1 2(—x) 1
LR ey By o (e ey B = Lo

’ f est donc une fonction impaire. ‘

3.(a) t— ﬁ est définie et continue sur R. Une de ses primitives G(z) = fox ﬁdt est donc définie et de classe

C! sur R.
f(@) /QI L= [T L | it = Go) — 6ta)
€T = —_— = —_— — —_— = €T — x
« V241 0o V241 0o VtZ+1

’ f est donc de classe C! sur R. ‘
(b) Soit xz € R,

1 1 1 1

fl) =20 @) =G0 =2 ey~ Vet NETSENEES

Comme vz2 + 1> (/22 + 1 pour z € R, on a f'(z) = ﬁ—ﬁ>0.

’ f est donc strictement croissante sur R. ‘

12



4. (a) On a pour t > 0,

<tP41< 242041,
V2 <VE2F1< ViE2+2t+1  car t — Vi est croissante sur RY,
< <

t 2 +1 V(E+1)2=t+1,
1 1 1 1 L .
< < - cart+ — est décroissante sur R T
t+1 211 t t

Soit & € R’ fixé, on integre la précédente inégalité sur [z, 2z].

2z 2z 211
[omans [ s
z - 12

I+ DT < flo) < @)z
In(2xr+1) —In(z+1) < f(z) < In(2z) — In(z).

’Vx eRY, I@2z+1)—In(z+1) < f(z) < ln(2).‘

(b) D’apres la question 4.(a),

241
In(2xr+1) —In(x+1) =In (2;:_11) =In <1ii> < f(z) <In(2).

Or In (?i%) — In(2) lorsque z tend vers +oc.

Le théoreme des gendarmes nous permet de conclure que ’ f(x) tend vers In(2) lorsque = tend vers +oc.

(c) La fonction f étant impaire, on en déduit que f(z) tend vers —In(2) lorsque x tend vers —oo.

T | —00 0 400

/

—In(2)

(d) f est continue et strictement croissante de R & valeurs dans } —In(2),In(2)[, d’apres le théoreme de la bijection
il existe donc une unique solution & I’équation f( ) =0 €] —In(2),In(2)[. De plus, f(0) =

’0 est donc I'unique solution de ’équation f(x) = 0. ‘

5. (a) Pour tout z € R, on a :

2 < 2?2+1

x| = Va? < x2+1 car t — \/t est strictement croissante sur R,

—z<|x] < 2241 carpour z € R, —x < |zl

’VzER, O<x+\/x2—|—1‘

uisque x +— x + Va2 + 1 est dérivable et strictement positive sur R et ¢ — In(t) est dérivable sur a
(b) Puisq Vx? 4+ 1 est dérivable et strict t positi R et t — In(t) est dérivabl RY, 1
fonction h est donc dérivable sur R en tant que composée de fonctions dérivables.
Pour z € R, calculons h/(x).

2z T
R Vs SN/
r+vVe?+1 o+ Va2 +1
VaZ+1l+a
VaZ +1(z + V22 +1)

1
2+ 1

Ve eR, h'(z)=

13



(c) h est 'unique primitive de ¢ — \/7 qui s’annule en 0. On a pour z € R, h

f peut donc s’écrire pour = € R,

f(z) = h(2x) — h(z) = In(2z 4+ /(22)2 4+ 1) — In(z +

z2 +1)

T+

: z241
VreR, f(zr)=In(2) +In <Wzﬁ

)

6. (a) Pour z > 0, on utilise le fait que x = fjx 1dt. Calculons alors z — f(x)

2‘9“’\/t2+1—1dt
t24+1

z— f(z)

1

x

VEZ+1 (\/tQ 1+41)

2w VETT -1

VEFT(WE+141)

/
/2“7 t2—|—1 )(\/25274—1)6#
[ 7

In

/Wt

422+ §
)/ e —

z+Vz2+1

2x

t2

Ve >0, z-—f(z)=

dt
c VEH1IWEE+141)

t2

VETI(WVETI+1)

> 0, donc pour z > 0

(b) Pour ¢t >0,

2z t2

v~ f(x) =

De plus, pour ¢t > 0, V2 4+ 1(Vt2+ 1+ 1) > 2, ainsi pour z > 0

dt >0
o VEFLIWEF1+1)

2z 2
t
r— flx) = dt
f@) = [ o= T
2x 42 t=2x
t 1
< / =53
: 23],
On en déduit que
* )3 .3
VreR,, 0<a—flo) < B -2 = I1g8
(¢) Pour z > 0, la question 6.(b) nous permet d’écrire
7 3
0< z—f(x) < gat
7
0 1-18 < 61‘2, on a divisé par = > 0.

Or %xz tend vers 0 lorsque z tend vers 0F. D’apres le théoréme des gendarmes,

(d) Pour z < 0, puisque —z > 0, on a grace a la question 6.(b)

@ tend vers 1 lorsque z tend vers 0.

car f est impaire.

7
0< (-o)=f(-2) <g(-a)’
_ 7
0< 1—“775) < 6(—l‘>2, on a divisé par —z >0
w 7 . :
0< 1-— % < 6302, d’apres la question 2.,

D’apres le théoreme des gendarmes, % tend donc vers 1 lorsque x tend vers 0.
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1.4 Fonction de deux variables

Exercice 10. Etude classique [Edhec 1998]

On considére la fonction de deux variables réelles f définie par :

1. (a)

V(z,y) € RL xR, f(z,y) =z (In(z) + = +¢°) .
Ecrire des commandes permettant de tracer la nappe représentant la fonction f sur [0.01, 2] x [—2, 2] en utilisant
la fonction fplot3d.

function[z]=f(x,y), z=x*(log(x)+x+y~2), endfunction;
x=linspace(0.01,2,101) ;y=linspace(-2,2,101) ;fplot3d(x,y,f)

Ecrire des commandes permettant de visualiser les lignes de niveau —0.25, 0, 1, 2, 3 de f.

function[z]=f(x,y), z=x*(log(x)+x+y~2), endfunction;
x=linspace(0.01,2,101) ;y=linspace(-2,2,101);
contour(x,y,f,[-0.25 0 1 2 3])

Calculer le vecteur V(f)(1,0). A T'aide de la fonction xarrows, écrire une commande permettant de tracer le
vecteur d’origine (1,0) et égal a EV( £)(1,0), ainsi que les lignes de niveau de la question précédente.

On calcule facilement le gradient de f en (1,0).

V(o = ;)

On a alors

function[z]=f(x,y), z=x*(log(x)+x+y~2), endfunction;
x=linspace(0.01,2,101) ;y=linspace(-2,2,101);
contour(x,y,f,[-0.25 0 1 2 3]1);

xarrows ([1;3/2],[0;01);

2. On considére la fonction g définie pour tout x élément de R} par g(x) = In(z) 4 2z + 1

(a)

(b)

g est dérivable sur R* et ¢’ (z) = % + 2 > 0 donc g est strictement croissante sur R .
zlg&g () = —oc0 et ml}r—ir-loog (z) = +o0.

Deplus,g(%) :—1+%—|—1=%>0.

g est donc continue et strictement croissante sur R* et donc bijective de R dans R.

Et comme 0 € R, d’apres le théoreme de la bijection, I'équation g (x) = 0 a une unique solution o € R ..
De plus g (%) > g (o) =0 donc % > o car g est strictement croissante.

1
Conclusion : |11 existe un unique réel o €]0, - tel que g(a) = 0.
e

3. On considére la fonction de deux variables réelles f définie par :

(a)

(b)

V(z,y) eRI xR f(z,y) = a(Ilnz +z +y°)

f est un produit de fonction de classe C?, f est donc de classe C? sur |0, +oo[ x R et

1
g%(x,y) = 1ﬂ($)+x+y2+z<x+1):lnx+2z+y2+1
L = o

Donc sur 'ouvert |0, 4+o00[ x R, si f a un extremum local en (x,y) alors
Inz+2x+y2+1=0 Inz+2z+1=0
22y =0 y=20

Conclusion : ’ Le seul point critique est («,0). ‘

etcommew;ﬁO:{ donc zr =a et y =0.

On calcule les dérivées partielles d’ordre 2 en tout point (z,y) € R} x R. Comme f est de classe C?, d’apres
le théoreme de Schwarz on a

8%,1(f) (x,y) = %—1_27 agl(f) (LE,y) :(912)2(]6) (.%‘,y) =2y, 8%2(]0) (x,y) = (m’y) =2x.

On écrit la matrice hessienne en (o, 0) :
1
=+2 0
v(eo = (5% )

V2(f)(c,0) a donc deux valeurs propres strictement positives é + 2 et 2a.

Conclusion : ’ f a un minimum local en (a, 0). ‘
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(¢) On a f(a,0) = a(lna + a) et comme 0 = g () = In(a) + 2a+ 1 alors In(a) + « = —a — 1.
Conclusion : ’ f(a,0) = —a(a+1) ‘

2 Algebre

2.1 Calcul matriciel et résolution de systéemes linéaires

Exercice 11. Résolution de systemes linéaires

Soit a € R.

ar + z =1 r+y+az =1, L; <+ Ls r+y+az =1
r+tay+z =1 & rtay+z =1 & (a—1y+(1—a)z =0, Lo+ Lo— 1Ly
z+y+az =1 ar + z =1 ar + z =1
Puisque si a # 1, on a y = z, on peut donc distinguer deux cas
e Cas o #1

z+(1l+a)y=1 z+(1+a)y=1
y=2z A y=2z
ar+y=1 l-—a—-a®)y=1—aqa, Ly« Lz —al
Orl—a—a220©a:%‘/§,ona
e Cas a = %\/57 le systeme (S) n’y a pas de solution.

e Cas a # ’%ﬁ et a # 1, le systéme (S) a une unique solution

T 1 —
Yyl=—""5|1-¢«
1—a—a?

z l1—«

e Casa=1

{ r+z=1 < {z:l—x

L’ensemble des solutions de (S) pour @ = 1 sont

x
pour z € R

S
Il
o

1—2x

Attention, ’ensemble des solutions pour o« = 1 n’est pas un espace vectoriel (le vecteur nul n’appartient pas a
I’ensemble des solutions).

Exercice 12. Inversion de matrice
Pour calculer 'inverse de la matrice carrée A (supposée inversible), on résout le systéme suivant : Soient X et Y €
M3 1(R) tels que

1 0 -1 T U1 Tr1 — 3 =4
AX =Y < 2 1 -3 To | = | Y2 =4 201 +x9 — 33 = Yo
-1 0 2 T3 Y3 —r1 + 223 =Y3
1 — T3 =10 x1 =2y1 +ys3

& 2x1 + 9 — 323 =1y & T2 = —Y1+Y2+Yys
x3 =y1+ys, L3« L3+ T3 =y1+ys3

On obtient donc la matrice inverse A~! suivante

2 0 1
Al=1-1 1 1
1 0 1

Exercice 13. Suite matricielle récurrente linéaire d’ordre 2 [EM Lyon 2003]
On note M3 (R) I'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre trois et on considére les matrices suivantes de M3 (R) :

1 00 1 1 1
I=1 010 A=11 0 0
0 01 1 00
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1 1 1 1 1 1 3 11
1.Onad?2=|( 1 0 0 1 00 |]=1111
1 0 0 1 0 0 1 1 1
311 1 11 5 3 3
et A3=A4%4=[1 1 1 100 ]=]1311
11 1 1 00 3 11
311 1 1 1 5 3 3
enfin A2+24=|1 1 1 |+2[ 1 0 0 |=(3 11 |=243
1 1 1 1 00 3 11
2. Soient z et y réels tels que
1 1 1 3 1 1 z+3y z+y x4y 0 0 O
TA+yA? =02z 1 0 0 |+y|l 1 1 1 |=| z+y vy Y =(0o 0 0
1 0 0 1 11 T+y Y Y 0 0 O

y=0
y=0
& z+y=0<&
z=0
rz+3y=0

Donc la famille (A, AQ) est libre.

3. Comme la famille (A, AQ) est libre, si a,, et b,, existent, ils sont alors uniques. L’existence se prouve par récurrence :
Pour n € N*, on définit P(n) la proposition : ”il existe un unique couple (a,,b,) € R* tel que A” = a, A + b, A"
Initialisation : Pour n =1 on a A' = 14+ 0A? donc a; = 1 et b; = 0 conviennent. P(1) est donc vraie.

Hérédité : On suppose que pour un n € N* fixé, la proposition P(n) est vraie. Il existe a, et b, réels avec
A" = a, A+ b, A%, alors

A= A"A = (apA+b,A%) A= a,A* + b, A® = 0, A® + b, (A® + 2A) = 2b, A+ (ay, + by) A

Donc ap41 = 2b, et by+1 = a,, + b, conviennent.
P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion : Pour tout n € N*, il existe un unique couple (ay,b,) € R? tel que A" = a, A + b, A2.
4. On peut écrire
n=input(’donner la valeur de n’);
a=1;
b=0;
for k=1:n
a(k+1)=2*b(k);
b(k+1)=a(k)+b(k);
end;
disp(a(n)); disp(b(n));
5. (a) Comme a,4+1 = 2b, pour tout n > 1, on a aussi a,12 = 2b,+; pour tout entier n.
Comme b, 1 = a, + b, pour tout n > 1 on a a,4+2 = 2a, + 2b,.
et comme b,, = %anﬂ pour n > 1 on a finalement

Ap+4+2 = Gpy1 + 2ay,

(b) La suite a est récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
Son équation caractéristique est : r2 —r —2 = 0 qui a pour racines r = —1 et r = 2
Donc pour tout n > 1 on a a, de la forme (avec x et y réels & déterminer)

a, =z (=1)" +y2".
Comme A =1A 4+ 0A2 et que A2 =04+ 142 onaa; =1 et ax =0 donc x et y sont solutions de

1 1
ap =z (-1) +y2 l=—x+2y 1=—z+2 z=-2/3
= =

Donc pour tout entier n > 1,

2 1
== (=1)"4+=2"
=3 (=45
et pour tout n > 1

1

1 1
by = =g = = (—1)" 4+ —2"
o1 =3 (1) 45
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(¢) Finalement on trouve pour tout entier n supérieur ou égal & 1

2 1 1 1
A= (=2 (-D)" 4+ 22" A+ | = (—1)" + =27 | A2
(-3 gz )as (30 g2)

Exercice 14. Calcul matriciel et chaines de Markov [Ecricome 2001]

Partie 1
1. Ona:
1—2a a a 1-2b b b
M(a).M() = a 1—2a a b 1-2b b
a a 1—2a b b 1-2b
1—2b—2a+4ab+ 2b a+b—3ab a-+b—3ab
= a—2ab+b—2ba+ab 1—2(a+b—3ab) a+b—3ab = M(a+ b — 3ab)

ab+ a —2ab+ b — 2ba a+b—3ab 1—-2(a+b— 3ab)

2. On cherche l'inverse de M (a) sous la forme de M (b). Comme M (0) = I, il suffit d’avoir M (a) M (b) = M (0)
donc
a+b—3ab=0<b(1-3a)=—-a<b=—-a/(1—-3a) sia#1/3

Donc sia # 1/3 ona b= —a/(1—3a) qui est solution. Donc avec cette valeur de b, M (a) - M (b) = M (0) =TI et
M (b) - M (a) = I donc M (a) est inversible et son inverse est :

M@ ‘=M <1 :‘;a> .

On
) M (1/3)> = M (1/3) M (1/3) = M (1/3+1/3 —1/3) = M (1/3).

Raisonnons par Pabsurde. Si M (1/3) est inversible alors on peut multiplier I'équation M (1/3)*> = M (1/3) par
M (1/3)"" pour obtenir M (1/3) = 1. Or M (1/3) # I
Conclusion : ’ M (1/3) n’est pas inversible. ‘

3. ag = 1/3 est une solution de [M(ao)]* = M(ag). Est-ce la seule ?

[(M(2)] = M(z) & M (2z—32%) =M (z)
22 — 322 =2

r—32° =0
z(1—-3z)=0
xr=0ouxz=1/3

to e

Conclusion : |La seule solution non nulle de [M (ag)]> = M (ag) est donc ag = 1/3.

4. On considére les matrices :

P=M(ay) e Q=I-P

1 1 1 1 1 2 -1 -1

OnadoncPP=P,P=-|1 11 |]etQ==| -1 2 -1

S 11 S\ -1 2

1—2a a a
(a) On rappelle que M (a) = a 1—2a a et on a
a a 1—2a

1 1 11 o 2 -1 -1 1 1420 1-a 1-«
P—i—aQ:g 1 11 —|—§ -1 2 -1 =3 l—-a 1420 1-«
1 1 1 -1 -1 2 l-a 1—-a 1+2a

Donc

14+2a=3(1-2a)

M(a):P—l—aQ(:){ | —o=3a

(:){ 200 =2 = 6a S a=1-3a.

a=1-3a

Donc seul o = 1 — 3a convient pour : M (a) = P+ aQ.

Conclusion :
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(b) D’aprés la définition de P et la question 1.3., P? = P.
QP=(I-P)P=P-P>=P—-P=0.

PQ=P( - P):P—P2:O.
QP?=(I-P?=I-P-P+P*=]-2P+P=1-P=Q.

(c) Pour n € N*, on définit la proposition P(n) : 7il existe x,, et y, réels tels que [M(a)]" = 2, P + y,Q.”
Initialisation : [M(a)]' = M (a) = P + a@Q, donc 1 = 1 et y; = o conviennent. P(1) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N* fixé, la proposition P(n) est vraie.

D’apres I'hypothese de récurrence, il existe z,, et y, réels tels que [M(a)]" = z,P + y,Q alors,

[M(a)]nJr1 (0P + ynQ) (P + aQ) = 2, P> + y,QP + 0z, PQ + ay,Q* = 2, P + oy, Q.

Donc avec Tp41 = Tp €t Yni1 = ayp qui sont bien des réels, on a [M(a)]"! = 2,41 P + yns1Q. P(n+ 1) est
donc vraie.

Conclusion : ’Pour tout n € N*, il existe z,, et y, réels tels que [M(a)]" = 2, P + y,Q. ‘

Donc avec &, +1 = &, €t Ynr1 = ay, qui sont bien des réels, on a [M(a)]n+1 =Tpt1 P+ yYnt1Q
(d) La suite (x,,) est constante donc égale & z1 = 1 et la suite (y,,) est géométrique de raison o donc y,, = o™ ty; =

a™.

Conclusion : ’ Pour n € N*, [M (a)]" = P+ a"Q. ‘

(e) On a donc avec =1 — 3a

1 1 1 1 on 2 -1 -1 1+2a" 1—-a™ 1-—a"
]\4((1)":g 1 1 1 +? -1 2 -1 == 1—-a" 142" 1-—-a"
1 11 -1 -1 2 1—-a® 1—a"™ 1+2a"

Partie 2
Dans la suite de ’exercice, on suppose que a € ]O, % [

1. On définit des suites (pn)nen+, (¢n)nen+, (Tn)nen+ par leur premier terme py, g1, r1, et les relations de récurrence :

Gn+1 = app + (1 — 2a)q, + ary,
Tnal = apn + agn + (1 — 2a)r,

{ i1 = (1 — 2a)p, + ag, + ary,

Pn41
(a) Comme | ¢nt1 | = on a alors pour tout entier n,
Tn+1
. b1 b1
Qn = [M (a)]" o | =[P+a"Q] | @
T'n 1 1
(b) Ona a=1-3a et comme 0 < a < 2/3 alors
—2<-3a<0

-1<1-3a<x1

donc |a| < 1 donc o™ — 0.
n—

—+oo
Ainsi
Pn p1 1 (1 11 p1 1 1
n - Pl ¢ |=51 111 @ |=sMmi+a+rm)| 1
n—-+o0o 3
T 1 1 1 1 1 1
Conclusion : | Les suites (pn)nen*, (gn)nen €t (7n)nen+ ont la méme limite W

2. (a) (My, Sn, By) formant un systeme complet d’événements donc

p(Myt1) = pu, (Mug1)p(Mn) +ps, (Mnt1)p(Sn) +pB, (Mny1) p(Bn)
2 1 1
= —p(M, —p (S, —p(Bn
2p (M) + p (5.0 + 5p (By)

et de la méme fagon

p(Swer) = 50 (Ma) + 2p(5.) + 5o (Ba)

1p (M) + 1p(Sn) + gp (Bn) -

By.q) =
P(Bnt1) = g 6 3
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(b) On retrouve les relations de récurrence précédentes avec p, = p (M,,), ¢n = p(Sy) et r, = p(By,) et

1 2 3 1
p(Mn) 1 n—1 p(Ml)
v | = [u(g)] | ey
p(By) p(B1)
1 0 0 1 0
— (p + Q) 1 |=P| 1 |+=—0Q| 1
2n—1 277,—1
0 0 0
1 -1 1—
1 1 1 2n -1
1 ' -1 1— 5

Conclusion : | p(M,) =p(B,) = L <1 - 2n1_1> et p(S,) = 1 (1 — 21>

1
(¢) Et quand n tend vers 400, ces trois probabilités tendent vers 3

Exercice 15. Equation matricielle [ESCP 1998]

1. (a) f est dérivable sur R et

fl@)=m+ 12" +nz"t=n+1)z"? (x + n:L_ 1)

Si n est pair, on a alors n — 1 impair et le signe de f’ est alors :

x — T 0
znt — - 0 +
x+n/(n+1) - 0 + +
/() + 0 - 0 +
7 () +oo
f(z) /! N S
—00 0
Si n est impair, on a alors n — 1 pair et le signe de f’ est alors :
z 777,7-}1—1 0
"t + + 0 +
x+n/(n+1) - 0 + +
1 () — 0 + 0 +
+00 +00
f (@) N\ /0
7 (-2)
(b) Sin est impair, on a d’apres le sens de variation, f ( —— > <f0)=0<2

n+1
st pe "n p < hdone (il) - (n+1) (nj—l) <Od0ncf(n11> <7

(¢) f est continue et strictement croissante sur [0,4oo[ dans [0,4oc0[,donc d’apres le théoreme de la bijection
monotone, ’équation f (r) = 2 a une unique solution sur [0,+oo[ : z =1 (car f(1) = 2).

e Sin est pair : d’apres les variations de f et f (—L) < 2,1l n’y a pas de solution sur |—o00, 0] et elle a
n

donc x = 1 pour unique solution sur R.

n
+1 n+1
. Comme f (f%) < 2, d’apres le théoreme de la bijection monotone, 'équation f(z) = 2 a une unique

solution sur ] —00, —

n
e Sin est impair : f est continue et strictement décroissante sur } —00, —} dans [f( —), +oo[ donc
n

| De plus, d’apres les variations de f, elle n’en a pas sur —L,O . Elle a
n+1 n+1

donc deux solutions : a« < 0 et 1.
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2. (a) smp:( 1l )

Ty
A P=—P.De L1y (1 1\_(1 1\
1 1 Ty Ty
1+ 14+y \ (0 2 l1+z2=0 14y=2 rz=-1
(:)(I—G—x 1+y>_< 2y>©{1—|—aj20 1+y=2y <:){ y=1
11
DoncP—<1 1)

1 —
(b) On trouve P~! en posant le systéme PX =Y. Ainsi P est invarsible et P~ = 3 ( L 1 )

o O
N O
N———

Comme A - P = P - D, en multipliant & droite par P~! on obtient
A=A-P.-.P'=pP.D-P!
et en multipliant & gauche par P!
D=pP'.P.D=P ' AP
3.(a) Si X"t 4+ X" = A alors
Xl Xxr"=Ae Pt (X" X" )P=P-A-P!
spt.x".pyrpt. X" P=Ds (P'XP)""' +(P'XP)"=D
Donc en posant Y = P71X P Y est solution de (E).

(b) Soit Y une solution de (E/,). On pose Y = < Z Z )

i. Si Y est solution de (E/) alors Y"1 + Y™ = D donc
D.Y="ty").y=y"2y"tl=y. (y"" 4+y")=Y.D
ii. Comme YD = DY alors
a b 00y (00O ab@O?b_OO
c d 02/ L0 2 c d 0 2d /] \ 2¢ 2d

doncc=0etb=0

iii. Donc Y = < g 2 ) est diagonale, on connait donc ses puissances : Y = < ao ;n ) et
n+1 n n+1 n _
ntl n a +a 0 (00 a +a” =0
ey _D‘:)( 0 d"+1+d">_<o 2 )T dt rdn =2
Or a"*! 4+ a"™ = a" (a + 1), donc la premiere équation a pour solutions a = —1 et a = 0.

iv. La seconde équation a pour unique solution d = 1 si n est pair et pour solutions d = a et d = 1 si n est
impair.
On a donc

e Si n est pair, on a 2 solutions pour (E!) et donc 2 solutions pour (E,) via le changement de variable
X =PYP!

e Sin est impair, on a 4 solutions (4 valeurs possibles pour le couple (a,d)) pour (E!) et donc 4 solutions
pour (E,).

(c) L’équation z* + 2% = 2 est 1’équation (F3). Comme 3 est impair, cette équation a donc 4 solutions :

_ 1 11 a 0\1/1 -1\ 1 a+d —a+d
X=Fryp —(1 1)(0 d)2 11 )72\ —a+d a+d

Comme a = —1 ou 0 et d = « ou 1, 'ensemble des solutions de (F3) est donc
0 1 /11 1/ -1+a -1+« t 1/a a
1 o) 2\ 1 1) 2\ 14a 14a) @ 2 a a
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2.2 Espaces vectoriels

Exercice 16. Base d’un espace vectoriel
Soient u; = (1,1,1), us = (2,—-2,—1) et ug = (1,1, —1). Soient

E={(z,y,2) € R®, y+ 2 =0} et F' = Vect(uy, us).
1. Pour montrer que E est un sous-espace vectoriel de R?, on a directement
E={(z,y,2) € R’y +2 =0} = {(z,y, —y) € R, avec (z,y) € R*} = Vect ((1,0,0), (0,1,-1)) C R®.

E est donc bien un sous-espace vectoriel de R®. De plus, comme (1,0,0) et (0,1,—1) ne sont pas colinéaires,
((1,0,0),(0,1,—1)) est une famille libre. Par conséquent une base de F est ((1,0,0),(0,1,—1)). On a dim(E) = 2.

2. Soient A1, A2, A3 € R tels que

A+ Ao+ A3 =0 A1+ XA+ A3=0 A =0
Auq 4+ Asug + Asugz = Ops < 201 +2X— X3 =0 & 201 +2X 0 — A3 =0 =4 Ay =
A1+ Ao — A3 =0 —2X3=0,L3 < L3 — Ly A3 =0

La famille (u1,us2,us) est donc libre. ug ne peut donc pas s’écrire comme combinaison linéaire de u; et ug, par
conséquent uz ¢ F'.

3. On a ug = (1,1, —1), on remarque donc que ug vérifie la condition du sous-espace vectoriel E (car 1+ (—1) = 0).
On en conclut que uz € FE.

4. Donner une base de £ N F.
Soit X = (z,y,2) € ENF,
— Comme X € E, on peut écrire X = (x,y, —y).

— Comme X € F, ils existent a,b € R tels que X = auy + bus.
On obtient donc

r =a-+2b r =a+2b r =-Ty
(z,y,—y) =a(1,1,1)+b(2,-2,-1) & y =a—-2b ¢y =a-—2b S b =—2
-y =a-—>b 0 =2a—3b, L3+« L3+ Lo a =-3y

Ainsi ’ensemble des éléments de E N F' s’écrivent sous la forme (=7y,y, —y).

ENF =Vect((-7,1,-1)).

(=7,1,—1) étant un vecteur non nul, c¢’est donc une base de ENF. On a dim(ENF) = 1.

5. Soit uy = (—1,7,5), comme 7 # —5, on en conclut que uy ¢ E. Déterminons si uy € F, cherchons si uy s’écrit
comme combinaison linéaire de uy et us. Soient «, 5 € R tels que

-1 =a+28 -1 =a+25 o =3
ug = auy + Pus & 7T =a—-28 & 6 =2a,Ly< Lo+ L @{B _ 9
5 =a—-p0 5 =a—p

On obtient donc uy = 3u; — 2us, ainsi uy € F.

Exercice 17. Rang d’une famille
Dans Pespace vectoriel R?, on donne : u; = (1,0, —1), ug = (—1,2,1) et ug = (3, —4, —3).

1. On détermine le rang de la matrice suivante formée des vecteurs u, ugz,us afin de déterminer le rang de la famille

(ula uz, ’U'B)’
1 -1 3 1 -1 3
0 2 —4 ~ 0 2 —4] quiest une matrice triangulaire, son rang est 2.
-1 1 =3} Bhth\g o 0

Donc la famille (u1,ug,us) est de rang 2.

2. Comme la famille (u1,ug,us) est de rang 2, on peut exprimer facilement un vecteur en fonction des deux autres.
uz = Uy — 21L2

Ainsi F = Vect (u1,u2), or u; et us ne sont pas colinéaires, donc (uy,us) est une famille libre. Ainsi (ug,us) est
une base de F et dim(F) = 2.
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2.3 Applications linéaires

Exercice 18. Endomorphisme de 1’espace des matrices

Soit A = (1 2

3 4) € M3(R), on considere 'application ¢ : My(R) — My (R) définie par

(M) =AM.

1. Vérifions que ¢ est un endomorphisme de Ms(R).
Si M € M3(R), alors o(M) = AM € M2(R).
Soient M, N € M3(R) et A, u € R, alors

OAM + uN) = A(AM + uN) = NAM + pAN = Ap(M) + pp(N).

© est donc linéaire. ¢ est bien un endomorphisme de Ms(R).

2. Déterminons Ker(y). Soit M = (Ccl Z) € Ker(p)

a+2c =0
B 1 2\ (a b\ _(0 0 a+2 b+2d\ _ (0 0 b+2d =0
AM_()?@(?, 4) (c d>_<0 0)<:>(3a+4c 3b+4d)_(0 ())@ 3a+4c =0
3b+4d =0
a+2c =0
b+2d =0 N
a —0, Ly« Ls—2L, Sa=b=c=d=0.
b =0, Lys<+ Ly—2Lo

Ainsi Ker(p) = {02}.
D’apres le théoréme du rang, on obtient

dim (Im(yp)) = dim (M2(R)) — dim (Ker(y)) = dim (M2(R)) = 4.

Et comme Im(¢) est un sous-espace vectoriel de Mq(R), alors Im(¢) = M2 (R). La base canonique (E1 1, Ea 1, E1,2, E2.2)
de M3(R) est donc une base de Im(yp).

3. On calcule 'image de chaque élément de la base de départ par ¢

= 8= 1) -
e =(3 3) (0 0) = 0)
= ) )= ) -mrom

1 2\/0 0
@(EQ,Q) = (3 4) (O 1) ( =2E12+4FE> 2

Donc on peut écrire la matrice de ¢ dans la base canonique de M2 (R)

2E1’1 —|—4E2’1

1 2 0 0
34 00
MatBMz(JR) (SD) = 0 O 1 2
0 0 3 4
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Exercice 19. Un autre endomorphisme de I’espace des matrices [EM Lyon 2008]
On considere les matrices carrées d’ordre trois suivantes :

1 1 1 2 1 1 0 0 O 1 -1
A=10 o -1, B=|-3 -2 -1}, D=0 -1 0], P=1|-1 1
-2 -2 -1 1 1 0 0 0 1 0 1
Partie 1 : Calcul matriciel
1. On cherche & déterminer 'inversibilité de la matrice P
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
rg| -1 1 1 = T 0 = 1 -1
0 1 —1) =ttt g 1 1) o N0 0 1
Cette derniere matrice est inversible, P est donc inversible.
Z1 Y1
2. On calcule P7!. Soient X = (22 | et Y = | 32 | tels que PX =Y.
T3 Y3
1 -1 0 1 Y1 T1— T2 =Y1
PX=Y&|-1 1 1 ol =|y2| & —T1+T2+T3=1Y2
0 -1 z3 LE To — T3 = Y3

T1=y1+22=2y1 +y2+y3
= I3:y1+y27L2(*L2+L1 < L T3 =Y + Yo,
Tog — X3 =1Y3 To=yYs+ax3=y1+yY2+ Y3

1 — x2 = y1, L1 (pivot)

De plus,
1 -1 0 0 0 0 2 11 1 -1 0 0o 0 0
pPppt=1[-1 1 1 0 -1 0 1 1 1)=(-1 1 1 -1 -1 —-1]|=
0 1 -1 0 0 1 1 10 0 1 -1 1 1 0
3.
2 11 2 1 1 1 -1 0 2 1 1 1 -1 0
PlBPp=1|1 1 1 -3 -2 -1 -1 1 1]1=(0 0 0 -1 1 1
1 10 1 1 0 0 1 -1 -1 -1 0 0 1 -1

C est bien diagonale.

Partie 2 : Etude d’un endomorphisme d’un espace de matrices

On note E l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre trois, et on considere I'application f : E — E qui, a toute

matrice M carrée d’ordre trois, associe f (M) = AM — MB.
1. Ona E = M3 (R) donc dim (E) =32=9
2. f est bien une application de E dans F.
Pour M et N de E et X\ et pu réels on a :
fOM+uN) = AMM+uN)+ (AM + uN)B
ANAM — MB)+ (AN — NB)
= Af(M)+pf(N)
donc f est linéaire et est un endomorphisme de FE.

3. Soit M € E, on note N = P~'M P.
(a) On remarque que M = PNP~!. On a

M e Ker(f) <= f(M)=0<= AM = MB +< APNP~' = PNP™'B

«— P'APNP'P=P 'PNP'BP < DN = NC

Donc M € Ker (f) <= DN = NC
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(b)

()

4. (a)

a b ¢ 0 0 0 a 0 —c
Soit N=|d e f|].OnaDN=|—-d —e —f]letNC=|d 0 —f
g h 1 g h 1 g 0 —i
O:a = —C a = C:O
Donc DN=NC<+=( —d=d —e=0 —f=—f < (¢ d=0 e=0
g=9 h=0 i=—i h=0 i=0
0 b 0
Les matrices N vérifiant DN = NC sont donc celles qui s’écrivent : N = |0 0 f | avech, fet g € R.
g 0 0
010 0 00 0 0 0
Etavec J=[0 0 0|, K=10 0 1]JetL=|0 0 O
0 0 0 0 00 1 00

L’ensemble F' = {N tel que DN = NC} = Vect (J, K, L
Les trois matrices (J, K, L) qui 'engendrent sont libres
M3(R)).

Donc ces trois matrices forment une base de F' et dim (F') = 3.

est donc un espace vectoriel.

—~ —

c’est une sous-famille de la base canonique de F =

On a vu quavec N = P7'MP : M € Ker (f) & DN = NC

Donc Ker (f) = {PNP~! avec N € F} ={P(zJ+yK +zL)P~! avec w,y,z € R}

et avec J' = PJP~!, K' = PKP let L' = PLP™! on aKer(f) = Vect(J',L',K’)

La famille (J', L', K') est libre car si \y J'+ Ao K'+X3L' = 03 alors A\; J+ Ao K+A3L = 03 donc A\; = Ay = A3 = 0.
Elle forme donc une base de Ker (f) . Donc dim (Ker (f)) = 3.

1 -1 0 0 1 0 2 1 1 1 1 1
(b) OnaPJP'=[-1 1 1]|0 0 o)1 1 1]=[-1 -1 -1] eKer(f)
0 1 -1 0 0 O 1 1 0 0 0 0
1 00
et en prenant un élément qui n’appartient pas a Ker(f), par exemple M = [0 0 0
0 0 O
1 0 0 2 1 1 -1 -1 -1
AM-MB=[0 0 0|-(0o o0 o)l=(0 0 o0]em(
-2 0 0 0 0 0 -2 0 0
Exercice 20. Changement de base [Edhec 2005]
On note J; = 10 Jo = 01 Jz = 00 t Jy = 00 t on T 11 la famill
ote i = | g o) =g o) = 1 o JetJa =1 | ) et on rappelle que la famille
(J1, J2, J3, J4) est une base de Ms (R).
Soit f I’application qui, & toute matrice M = ( z Z de Mz (R), associe f (M) = M + (a+ d) Iy ou I désigne la

. 1
martrice (

0
0 1

)

1. f est une application de Mz (R) dans Mj (R).
Remarque : Comme f (M) est définie a partir des coefficients de la matrice M, pour calculer f (oM + BN) il faut

d’abord calculer les coefficients de la matrice aM + BN.

/ /
PourtoutesmatricesM(Z Z)etN(ch, Z,)deMg(R)etaetﬂdeRona:
_( ca+pBd ab+pY
aM+’8N_<ac+Bc’ ad + Bd’
Donc
flaM +BN) = oM+ BN + (aa+ Bd’ +ad+ pd) I,

aM + (aa + ad) Iy + BN + (Ba’ + pd’) I

a[M+ (a+d) ]+ B[N + (o' +d) L]
af (M)+Bf(N)

Conclusion : | f est bien un endomorphisme de My (R). ‘

25



2. (a) On a facilement

f(Jl):J1+1I2:<(2) ?):2J1+J4, f(JQ):J2+OI2:(8 é):]2
1 0
f(J3)=J3+012:J3, f(J4)=J4+112: ( 0 2 ) =Ji +2J,

(b) On a donc les coordonnées des images des vecteurs de la base B = (Ji, Jo, J3, J1)
Les coordonnées de f (J1) sont (2,0,0,1), celles de f (J2) sont (0, 1,0,0), celles de f (J3) sont (0,0,1,0) et enfin
celles de f (Jy) sont (1,0,0,2).
Donc la matrice A de f dans la base B = (J1, Ja, J3, Jy) est

2 0 0 1
01 0 0
A= Hlatg(f) = 00 1 0
1 0 0 2
3. (a) On montre que la famille (J; — Jy, Ja, J3, I2) est libre :
Soit (A1, A2, A3, Ag) € R* tel que
AM+A =0
A =0
M=)+ Ao+ A3 03+ Ao =00 & Az g FMNEh=2=0=0
M+ M= 0

Donc la famille C = (J; — Jy, Ja, J3, I2) est libre dans un espace vectoriel de dimension 4,
Conclusion : ’ C est une base de My (R) ‘

On calcule le images puis leurs coordonnées dans C :

f(Jl—J4):f(J1)—f(J4)=2J1+J4—J1—2J4:J1—J4,

f (‘]2) = J27 f (J3) = J37 f (12) = 12 + 212 = 312
Donc la matrice D de f dans la base C = (Jy — Jy, J2, J3, I2) est
1 0 0 O
01 0 0
D=mate(f)=1 ¢ ¢ 1 ¢
0 0 0 3

(¢) Soit P la matrice de passage de la base B dans la base C, c’est la matrice des coordonnées des vecteurs de C
dans B. Cette matrice P est donc inversible et comme I, = J; + J4 on a
1 0 01
01 0 0
P= 0 010
-1 0 0 1

La formule de changement de base donne alors

Matg (f) = Psc - Mate(f) - Py

c
Conclusion :|A=P-D - P71
T Y1
4. (a) Calculons P~1. Soient X = [z | et Y = | y2 | tels que
T3 Y3
1+ T4 =1 1+ Ta= Y1 T1= %yl - %y4
PX —Y < T2 = Y2 PN T2 = Y2 o= Y2
x3 = Y3 Ly<Ls+IL, r3 = Y3 Tr3= Y3
—T1 + T4= Ya 2ry =yst+y T4= 3Y1 + 3Ya
Donc
1/2 0 0 —1/2
0 1 0 0
-1 _
P = 0 0 1 0
1/2 0 0 1/2
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(b) Pour n € N, on définit la proposition P(n) la proposition : " A" = P D"P~1.”
Initialisation : P DYP~! = I, = A P(0) est donc vraie.
Hérédité On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
Alors A = PD"P~1, alors
A" = AA" = pDP'PD"P = pD P!

P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion : ’ Pour tout n € N, A" = PD"P~1,

(¢) Comme la matrice D est diagonale, on a directement pour n € N

100 0
n_ |01 0 0
DP=1001 o
00 0 3"
Donc
1 00 0 1/2 0 0 —1/2
_ 010 0 0 10 0
A*P'0010 0 01 0
00 0 3» /2 0 0 1/2
1 0 0 1 /2 0 0 —1/2
B 0 1 0 0 0 10 0
- 0 0 1 0 0 01 0
-1 0 0 1 3"/2 0 0 3"/2
143" 0 0 —1+3"
1 0 2 0 0
) 0 0 2 0
—143* 0 0 143"

2.4 Diagonalisation
Exercice 21. Endomorphisme de carré diagonalisable [Edhec 2012]

1. Si f, endomorphisme de R? est diagonalisable, alors il existe une base 3 de vecteurs propres dans laquelle la matrice
de f est diagonale

Matg (f) = D

La matrice de f o f dans la base B est elle aussi diagonale

Matg (f o f) = D?

Conclusion : |si f est diagonalisable alors f2 l’est aussi. ‘

On se propose de montrer que la réciproque est fausse.
Soit g endomorphisme de R? de matrice dans la base canonique

0 2 -1
A=12 -5 4
3 -8 6

2. (a) On calcule
0 2 -1
A*=12 -5 4

w

|

0¢]

D

w N O

I 1 o

co Ot
\

G:Ak’_‘
Il

DN DN

[

D W N

=N DN

Donc
, (1 -2 2\ /1 -2 2 100
Al=(A%)"=1(2 -3 2|2 -3 2|=(0 10
2 =2 1/ \2 -2 1 001

Conclusion :

Donc X% — 1 est un polynéme annulateur de A. Si A est valeur propre de A alors ) est racine de ce polynéme
annulateur. Ainsi A* =1, donc A =1 ou A = —1.

Conclusion : ’ Les seules valeurs propres possibles de A sont 1 et —1.
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(b) Soit (x,y,z) € Ker (g — Id)

T —z+2y—2=0 —z+2y—2=0 R
A-D| vy | =0 22—-6y+42=0 Ls+2L; & —2y+22=0 (:){ :z
2 30—8y+52=0 Ls+3L —2y+2:=0 vy=

On pose u = (1,1,1), ainsi Ker (g — Id) = Vect ((1,1,1)) = Vect (u). De plus, la famille (u) est libre (vecteur
non nul), donc ¢’est une base de Ker (g — Id) .

(c) Soit (x,y,z) € Ker (g + Id)

x x+2y—2=0
(A+D)| vy | =01 20 —4y+42=0 Lo —2I4
z 3 —8y+T72=0 Ls—3L
r+2y—z=0 r+2y—z=0
= —By+62=0 <& y=3/4z Sr=y=2z=0
—14y + 102 =0 z=0

Conclusion : ’ Ker (g + Id) = {0} et —1 n’est donc pas valeur propre de g.

(d) Comme E1(g) = Ker (g — Id), on a dim(£1(g)) = 1. La somme des dimensions des sous espaces propres est 1
et donc différente de 3 = dim(R?).

Conclusion : ’ g n’est pas diagonalisable. ‘

x
3.(a) Soit X = [ y | tel que 42X = —X.

z

20 -2y +22=0
(A’+1)X =0« 20 —2y+22 =0&z=y—=z
20 — 2y +22=0

On pose v = (1,1,0) et w = (—1,0,1), ainsi Ker (92 + Id) = Vect ((1,1,0),(—1,0,1)) = Vect (v, w). De plus,
la famille (v, w) est libre (2 vecteurs non colinéaires), donc c’est une base de Ker (¢ + Id).

(b) On avait u = (1,1,1). On montre que la famille (u, v, w) est libre :
Soient a, b, ¢ réels tels que au + bv + cw = 0 alors

at+b—2=0 a=0
a+b=0 = b=—-a a=b=c=0
a+c=0 c=—a

Conclusion : ’ Donc (u,v,w) est une famille libre de trois vecteurs de R?, donc c’est une base de R?.

(c) On avait g (u) = u, donc g% (u) = g (u) = u. u est un vecteur propre de g2 associé a la valeur propre 1. De
méme, v et w sont des vecteurs propres de g2 associés & la valeur propre —1.

La matrice de g dans la base de vecteurs propres (u, v, w) est donc

Mat(u,v,w) (g) 0 -1 0
0 0 -1

Comme un contre exemple suffit pour prouver qu’'une propriété n’est pas universelle,

Conclusion :| g¢? est diagonalisable et pourtant, g ne 'est pas.
La réciproque est donc bien fausse.
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Exercice 22. Diagonalisation et calcul de puissances [Ecricome 2009]

A tout triplet (a,b,c) de réels, on associe la matrice M (a, b, ¢) définie par :

M (a,b,c) =

oS O e
o o R
o o

On désigne par F l'ensemble des matrices M (a, b, ¢) ol a, b, ¢ sont des réels. Ainsi :

E ={M (a,b,c) avec a,b, c réels}

I. Recherche d’une base de E.

1 11 0 0 0 0 0 O
1. Avec A=|0 0 0],B=|0 1 1])etC=1]0 0 0].0nakFE=Vect(4,B,C).
0 0 O 0 0 O 0 0 1

Conclusion : ’ E est un sous-espace vectoriel de M3 (R)

2. La famille (4, B, C) est génératrice de F et si aA + bB + ¢C =0 alors a = b = ¢ = 0, donc la famille est libre.
Conclusion : ’ (A, B,C) est une base de E et dim (E) = 3. ‘

II. Cas particulier de la matrice M (1,2, 3).
1. M (1,2,3) est triangulaire.

Conclusion : ’Les valeurs propres de M (1,2,3) sont 1, 2 et 3. ‘

1 11 x z y+2=0 1
2.10 2 2 y |=|y | =< y+22=0 < y=2=0 donc E1(M(1,2,3)) = Vect | [0
0 0 3 z z 22=0 0
111 x x —r+y+z=0 o 1
0 2 2 y | =2y | = 22=0 = { Z: donc E5(M (1,2,3)) = Vect 1
00 3\ = z 2=0 y=7 0
1 1 1 T T 3/2
0 2 2 y | =3[ v <:>{ 2ty +z=0 @{x:S/Qz donc E3(M (1,2,3)) = Vect é
00 3/ \ z P —y+22=0 y=22 1
M (1,2,3) matrice d’ordre 3 possede trois valeurs propres distinctes. M (1,2, 3) est donc diagonalisable et
1\ /1 3/2
0) (1 est une base de vecteurs propres.
0 0

3/2

et D= onaD=PtM(1,2,3)P

w o O

1 1
Conclusion : | P= 10 1
0 0

1 0
2 0 2
1 0 0
3. Calculons P~!. Soient X = (.132 et Y = (yg) tels que

11 3/2 T Y1 ;1:1+:1:2+3/2x3:y1 $1:y17y2+1/2y3
PX=Y<«= |0 1 2 T = | Y2 < 1’2+2$3:y2 s Z2:y272y3
0 0 1 T3 Y3 T3 =1Y3 T3 = Y3
1 -1 1/2
Conclusion : |[P~1=|0 1 =2
0 O 1
et
[M(1,2,3)]" = PD"P!
1 1 3/2 1 0 O 1 -1 1/2
= 01 2 0 2" 0 0o 1 =2
00 1 0o 0 3" 0 O 1
1 1 3/2 1 -1 1/2
= (0 1 2 0 27 ontl
0 0 1 0 O 3"



1 2n—1 Z3ntt_ontly 1
Conclusion : | [M (1,2,3)]" =0 2" 2 x 3n —2ntl pour tout n € N
0 0 3"

II1. Cas particulier de la matrice M (1,1,1)
On pose J = M (1,1,1) — I5, la matrice I5 représentant la matrice unité de Ms (R).

01 1 0 0 1
1.OnaJ=1{0 0 1| douJ?={0 0 0] etJ?=0.
0 0 O 0 0 O
Conclusion : ’ n>3:J"= 0‘
2. Et comme M (1,1,1) = I3+ J et que I3J = J = JI3 alors d’apres la formule du binéme de Newton, pour n > 2

[M (1,1,1)]" En: (Z) Jhpnk

@ () ()

—1
Conclusion : |Vn > 2: [M (1,1,1)]" = I3 +nJ + %(}2

Pour n=1:Is+1J = M (1,1,1) et pour n = 0: Iy = M (1,1,1)°".

Conclusion : ’l’écriture est encore valable pour n=0et n =1 ‘

1 n n(n—1)
2
3. Conclusion : [ [M (1,1,1)]" =10 1 n pour tout n € N.
0 0

1

IV. Cas particulier de la matrice M (1,1,2).
On note f I’'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R? est la matrice M (1,1,2). On définit
la famille de vecteurs C = (4, ¥, W) par :
@=(1,0,0), 7= (0,1,0), w=(2,1,1)
1. Sizti+ yU+ 2z =0 alors (z + 22,y + 2,2) =0donc z=0:y=0et 2 =0
C est donc une famille libre de trois vecteurs de R?

Conclusion : ’C est une base de R3 ‘

1 1 1 1 1
2.0 1 1 0 |]=10 | donc f(@d)=uetu=#0
0 0 2 0 0
1 1 1 2 4
0 1 1 1 | =1 2 | donc f (W) =2w et W #0
0 0 2 1 2
Conclusion : |4 et w sont deux vecteurs propres de f associés a 1 et 2
1 1 1 0 1
3.(o 1 1|1 |=[1]doncr@=i+w
0 0 2 0 0
On a donc les coordonnées des images de u, ¢ et w dans C et
1 1 0
Conclusion : | T =mate(f)=({0 1 0
0 0 2
1 n 0
4. Pour n € N, on définit la proposition P(n) la proposition : 7" = (0 1 0 |.”
0o o0 27

10 0

Initialisation : 7° =7= [0 1 0 |, P(0) est donc vraie.
0 0 29
n

Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
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1
D’apres ’hypothese de récurrence, 7" = | 0
0

1 n O 1 1 0 1 n+1 0
alors 7"t =TT = (0 1 0 01 0]=1{o0 1 0 |, P(n+1) est donc vraie.
0 0 2"/ \0 0 2 0o o0 2ntl
1 n O
Conclusion : |Pour tout n e N: 7" = {0 1
0o 0 27

5. La matrice de passage R de la base canonique a la base C est

1 0 2
R=matg(C)=10 1 1
0 0 1

1 0 -2 1
01 -1]=10
0 0 0

1 0
RQ=1[0 1
0 0 1

— = N

0
1
0

_ o O

Conclusion :

6. En notant B la base canonique on a, d’apres la formule de changement de base

matg (f) = matpg (C) mate (f) mate (B)

Conclusion :’M(Ll,?) = R~T~Q‘

7. Conclusion : ’ [M(1,1,2)]"=R-T"-Q. ‘

Exercice 23. Etude d’une suite de matrices [Ecricome 2012]
(M3 (R),+,-.) désigne Iespace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients réels.
Deux matrices A et B de M3 (R) étant données, on suppose qu'il existe une matrice L appartenant & M3R telle que :
L=AL+ B.

On définit la suite de matrices (Uy,),,y de M3 (R) de la maniére suivante :

{ Up € M3 (R)
vneN, Uy =AU, + B
1. Pour n € N, on définit la proposition P(n) la proposition : "U,, = L + A" (Uy — L).”
Initialisation : L + A° (Uy — L) = L + Uy — L = Uy. P(0) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres ’hypothese de récurrence,
Up+1 =AU, + B
=A[L+A"(Uy—- L)+ B
= AL+ A" (Uy - L)+ B
=L+ A" (Uy—~L) car AL+B=1L.

P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion : ’ U, =L+ A" (Up — L) pour tout n € N. ‘

Dans la suite du probléme les matrices A et B sont choisies de telle sorte que :

1 0 3 3 3 -1 -2
A= 5 -4 6 4|, B=(1 0 -1
-2 3 5 2 -1 -1

On note :

— Id I’endomorphisme identité de R3;

— a endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est la matrice A ;
— b I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est la matrice B ;
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— Im (b) image de I’endomorphisme b;
— Im (Jd — a) 'image de 'endomorphisme Id — a.

. Prouver que le vecteur u = (z,y, z) appartient a 'image de b si et seulement si
-z +y+z=0.
Im (b) = Vect ((3,1,2),(-1,0,—-1),(-2,—1,—1)) et comme (3,1,2) + (-1,0,-1) + (=2,—1,—1) = 0 donc

Im (b) = Vect ((—1,0, —1), (=2, —1,—1)).

On reprend par I’équation : —z +y + 2z =0 <= = = y + z qui a pour solutions : £ = Vect ((1,1,0),(1,0,1))
Montrons que E = Im(b). Les familles génératrices sont libres (2 vecteurs non colinéaires). Les deux sous espaces
sont donc de dimension 2. De plus (—1,0,—1) et (—2,—1, —1) satisfont ’équation —z +y+ 2z = 0 donc Im (b) C F
et comme les deux ont méme dimension Im (b) = E. Ainsi

u=(z,y,2) €lm() & —x+y+2=0.

Pour Im (Id — a), on détermine sa matrice dans la base canonique :

1 6 -3 -3
I_AZE 4 0 —4
2 -3 1

On a donc
Im (Id — a) = Vect ((6,4,2),(—3,0,-3),(-3,—-4,1)).

De plus, (6,4,2) = —(—3,0,—-3) — (—3,—4,1), donc
Im (Id — a) = Vect ((—3,0, —3), (=3, —4, 1)).

La famille ((—3,0,—3),(—3,—4,1)) est une famille libre (les deux vecteurs sont non colinéaires) et génératrice,
donc une base de Im (Id — a) et dim (Id — a) = 2.

De plus, (—3,0,—-3) et (—3,—4,1) satisfont I’équation —x + y + z = 0 donc appartiennent & I'm (b) donc
Im (Id — a) C Im (b). Comme dim (Im (Id — a)) = dim (Im (b)) = 2, on peut conclure que

Conclusion : ’ Im (b)) =Im (Id — a) ‘

1 1 0
.Soit P=1(1 0 -1
11 1

On doit montrer que les colonnes sont propres et forment une base :

1 1 (0 33 1 1
Alll==[-4 6 4 1]=1(1
1) 6\-2 35/ \u 1
Donc (1,1,1) # 0 est vecteur propre de a associé a la valeur propre 1.
1 1 (0 33 1 3
Alo] = G -4 6 4 0l =1(0
1 -2 3 5/ \1 3
s 1
Donc (1,0, 1) est vecteur propre de a associé & la valeur propre 3
0 1 (0 33 0 0
Al-1] = 5 -4 6 4| (|-1]=1|-3
1 -2 35 1 3

1
Donc (0, —1,1) est vecteur propre de a associé & la valeur propre 3

Comme a, endomorphisme de R3 (dimension 3), a 3 valeurs propres distinctes, alors a est diagonalisable et
C=((1,1,1),(1,0,1),(0,—1,1)) est une base de R3.

Conclusion :| P la matrice de passage de la base canonique de R? & une base de vecteurs propres de a.
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4. Les vecteurs étant propres, la matrice de a dans la base C est

1 0 0
D =mat¢c(a)=10 1/2 0
0 0 1/3
On calcule leurs images par b :
1 3 -1 -2 1 0
Bll]l=|1 0 -1 11=10
1 2 -1 -1 1 0
Donc b((1,1,1)) = 0.
1 3 -1 -2 1 1
Bl0o]l=(1 0 -1 0] =10
1 2 -1 -1 1 1
Donc b(1,0,1) = (1,0,1), ainsi mate (1,0,1) = (0,1,0)
0 3 -1 -2 0 -1
Bl-1]=(1 0 -1 -1 =1-1
1 2 -1 -1 1 0

donc b(0,—1,1) = (—1,—1,0) et on cherche ses coordonnées dans C = ((1,1,1),(1,0,1),(0,—-1,1)) :

r+y=-1 y=—-1—-=z
(-1,-1,0) =2 (1,1,1) +y (1,0,1) + 2 (0, —1,1) <= r—z=-1 < z=x+1
z+y+2=0 z=0
Donc (—1,-1,0) = — (1,0,1) + 1 (0,—1,1) et a pour coordonnées (0, —1,1) dans C
00 0
Conclusion : |B'= |0 1 -1
0 0 1
5. D’apres la formule de changement de base,
A = matg (a) = matp (C) mate (a) mate (B) = PDP~!.
Pour n € N, on définit la proposition P(n) la proposition : " A" = PD"P~1.”
Initialisation : PD°P~1 =1 = A P(0) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres ’hypothese de récurrence, A® = PD"P~!
alors A"t! = A"A = PD"P~1PD"P~1 = PD""1P~1 P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion : ’ Pour tout n € N: A" = PD"P~ 1, ‘
1 0 0 100 000 0 0 0
6. OnaD= |0 1/2 0 | diagonaleetavec F'=|0 0 0|, F'=(0 1 0]etG =[0 0 0].Comme
0 0 1/3 0 0 0 0 00 001
1 0 0
D=0 (1/2)" 0 , on a donc
0o 0  (1/3)"

1\" 1\"
D=F ~| F - "
“(2) =) @
On en conclut qu’en posant £ = PE'P~!, F = PF'P~! et G = PG'P~!
1 n 1 n
A'n. — P El+ - F/+ - Gl P—l
2 3
1\" 1\"
—E+(=) F4+ (1) @
HORNOK

Z1 Y1
Calculons P~'. Soient X = | 2o | et Y = [ 72 | tels que
Zs3 Y3
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10.

1 1 0 T Y1 T1+ T2 = Y1
PX=Y«<~—|[1 0 -1 o | = |y | &= T] — T3 = Yo
1 1 1 T3 Y3 T1+ T2+ 23 =Y3
—r3=y1—¥3, L1+ Li—1Ls T3 = —Y1 +ys3
<~ T1 — T3 =1Y2 — T1=Y2+ T3 =—Y1+Y2+Ys3
1+ 22+ 23 = Y3 T2 =Y3 — X1 — T3 =2Y1 — Y2 — Y3
-1 1 1
Donc P~'=| 2 —1 —1]et
-1 0 1
1 1 0 1 0 0 1 0 0 -1 1 1 -1 1 1
EF=11 0 -1 00 0oj]P'=[1 0 0 2 -1 —-1]=1-1 11
1 1 1 0 0 O 1 0 O -1 0 1 -1 1 1

1 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
DL'=10 1/2 0 0 p g|l=(0 3p %q et BP=|0 1 -1
0 0 1/3 0 0 r 0 0 3r 0 0 1
pz%p%—l p=2
Donc I/ =DL'+ B <= < q= ?q —1 << q=-2 Ainsi
r:§r+1 r:%
0 0 O
L'=10 2 -2
0o 3

. Comme A = PDP~! et que B = PB'P~! alors

L'=DL'+B <+ L=PLP'=pPDPP'L'P'+PBP'=AL+B

Conclusion :|L = AL + B.

. On passe par les matrices associées dans C :

1 0 0 0 0 O
E'L'=(0 0 0 0 2 —-2]=0
000/ \0 o0 32
et donc EL = PE'P-1PL/P~! = PE'L'P~ 1 =0.
On a . .
1 1\"
1 n 1 R 1 n
Ona |- — Ocar |=| <1etde méme | — — 0 donc
2 n—-+0o0o 2 3 n——+oo
A" — E.
n—-+oo

AinsiU, =L+ A" (Uy—L) — L+ E(Uy—L)=L+ EUy— EL et comme EL =0 alors

n—+oo

Conclusion :| Chacun des coefficients de la matrice U,, a pour limite, lorsque n tend vers +oo,
les coefficients de la matrice EUy + L.
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Exercice 24. Les valeurs propres de ces matrices sont sur leur diagonale [ESSEC 2010 Maths I]

Dans tout ce probleme, on note n un entier supérieur ou égal a 2 et M,, (R) ’ensemble des matrices carrées possédant
n lignes et n colonnes dont les coefficients sont réels. On note I,, la matrice identité de M,, (R).
On note D,, 'ensemble des matrices M = (m; j)1<i,j<n de My (R) qui vérifient les propriétés suivantes :

(A1) les coefficients diagonaux mj 1, ..., My, de la matrice M sont des valeurs propres de M ;

(Az) la matrice M n’a pas d’autres valeurs propres que les nombres mq 1, ..., My p.

Partie I. Généralités et exemples

1. Quand une matrice est triangulaire, ses valeurs propres sont exactement les termes de sa diagonale.

Conclusion : | Les matrices triangulaires deM,, (R) appartiennent & D,,. ‘

2. Soit M une matrice de D,,.
Les valeurs propres de M sont donc les termes de sa diagonale.
Or A est valeur propre de (M + al,) <= (M + al, — \I,,) = (M — (A — «) I,,) est non inversible
<= A\ — « est valeur propre de M <= )\ — « est sur la diagonale de M <= X est sur la diagonale de M + al,.

Conclusion : | Si M est une matrice de D,,, la matrice M + al,, est encore un élément de D,

3. On note K,, la matrice de M,, (R) dont tous les coefficients valent 1.
1 n 1
(@) K| ¢« | = : | =n| : | doncn (#1) est valeur propre de K.
1 n 1
Or K, n’a que des 1 sur la diagonale.

Conclusion : |la matrice K,, n’appartient pas a D, ‘

(b) On découpe K,, en la somme d’une triangulaire supérieure T et d’une triangulaire inférieure T; (les termes de
la diagonale pouvant étre placé au choix dans 'une ou l'autre),
T et T; sont éléments de D,,, mais leur somme K, n’y est pas.

Donc D,, n’ est pas stable par ’addition.

Conclusion : ’ D,, n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (R) ‘

4. (a) Soit (x,vy,2) un élément de R3.

Par la méthode de Gauss : (2 j) Ly & Lo <:><g ;) triangulaire, est inversible si et seulement si les

nombres x et y sont non nuls.

(b) Soit M :(‘CL Z) €D,

Ses valeurs propres sont a et d donc

c d c d—a
Donc M est triangulaire.

(a b) —al = (O b ) est non inversible donc ¢ ou b est nuls (d’apres la question précédente)

Conclusion : ’ D5 ne contient pas d’autre élément que les matrices triangulaires de My (R). ‘

31 1
5. On vérifie que les valeurs propres de Asont 3,2et4: A=10 2 -1
1 1 4
0 1 1
e A—3I=(0 —1 —1] non inversible (deux colonnes identiques) donc 3 est valeur propre.
1 1 1
11 1
e A—2I=[0 0 -1 | non inversible (deux colonnes identiques) donc 2 est valeur propre.
1 1 2
-1 1 1
e A—4I=|0 -2 —1]|Ls+L;— Ls
1 0
-1 1
— 0 -2 —1|Ls+Ly— Ls
0 2 1
-1 1 1
< | 0 -2 —1| non inversible (triangulaire avec un terme diagonal nul) donc 4 est valeur propre.
0O 0 O
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Et comme A est d’ordre 3 elle ne peut pas avoir plus de 3 valeurs propres distinctes.
Donc les valeurs propres de A sont 2, 3 et 4 et comme elle a trois valeurs propres distinctes et qu’elle est d’ordre 3,

Conclusion : | A € D3 et est diagonalisable‘

3 1
6. Pour tout ¢ réel, on considere la matrice M(t)= [0 2 —-1—t
11

(a) Par la méthode de Gauss, on détermine les conditions d’inversibilité de M (t) — ol :

3—a 1 144
0 2—a —-1-t | L3+ Ly
1 1 442t -«
1 1 442t -«
<~ 0 2—« —-1—-t L3—(3—&)L1(—>L3
33—« 1 1+t
1 1 442t -«
<~ (0 2-a —1—t | Ls+Ly— Lyavecx=1+t—(3—a)d+2t—a)
0 24« *
1 1 442t -«
= |0 2—-« —1—t triangulaire
0 0 —B-—a)d+2t—a)
Conclusion :’Les valeurs propres de M (t) sont 2, 3 et 4+2t‘
Conclusion :’M(t) € D3 pour tout t € R‘

(b) Sid+2t#2 (<=t # —1)et 4+ 2t # 3 (<=t # —1/2) alors M (t) a trois valeurs propres distinctes et M (t)
est diagonalisable.

1 1 2 -«
Sit=-1:M(-1)—al< |0 2-a 0
0 0 -B-a)2-0a)

et pour = 2, (z,y, z) est vecteur propre associé a 2 <= z + y = 0 donc le sous espace propre associé est
Ey = Vect ((1,1,0),(0,0,1)).

La famille étant de deux vecteurs non colinéaire est libre, et forme donc une base de Es et dim (Es) = 2
Comme la dimension du sous espace associé & 3 est au moins 1 alors dim (Es) + dim (E3) > 3 (cette dimension

est donc 1)
Conclusion :’t =—1, M (—1) est diagonalisable‘

1 1 3—«a
Sit=-1/2: M(-1/2) —al < |0 2—a ~1/2

0 0 -B-a)(3-0a)

Pour a = 3 alors (z,y, 2) est vecteur propre associé a 3 < T 3{ =0 —{ Ty
—y—352=0 z= -2y
Donc le sous espace propre associé & 3 est E5 = Vect (—1, 1, —2) qui est de dimension 1

s =0 =—
Pour a = 2 alors (z,y, 2) est vecteur propre associé a 2 < { v —l—_g{z—&-_z 0 — { CEZ _ Oy
L= =
Donc le sous espace propre associé a 2 est Fo = Vect (—1,1,0) qui est de dimension 1

Donc la somme des dimensions des sous espaces propres est 2 alors que M (—1/2) est d’ordre 3

Conclusion :| La seule valeur de ¢ pour laquelle M (t) n’est pas diagonalisable
est t =—1/2

Partie II. Matrices nilpotentes

Une matrice M de M3 (R) est nilpotente si, et seulement si, il existe un entier naturel p non nul tel que la matrice
MP soit la matrice nulle.
1. Soit M une matrice nilpotente de M3 (R).
11 existe donc p # 0 tel que MP = 0 et le polynéme XP est annulateur de M.
Si « est valeur propre de M alors a? = 0 et donc o =0
Reste a montrer que 0 est bien valeur propre de M :
Comme MP = 0 alors M est non inversible (sinon M? le serait) donc 0 est valeur propre

Conclusion : ’ 0 est la seule valeur propre de M. ‘
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2. Soit M une matrice nilpotente de M3 (R). On va prouver par I'absurde que M3 est la matrice nulle. Pour cela, on
suppose que M?3 n’est pas la matrice nulle.

Notons B = (e, e2,e3) la base canonique de R? et u I’endomorphisme de 'espace vectoriel R? représenté par la
matrice M dans la base B.

(a) Siz €Ker(u) et comme u (0) = 0 (car u linéaire) alors u (u(z)) =0 donc x € Ker (u?)
Et de méme si z € Ker (u?) alors u? () = 0 donc u (v (z)) = u (0) =

Conclusion :’Ker(u) C Ker(u?) et Ker(u?) CKer(u?). ‘

(b) Si Ker(u?) =Ker(u?) alors par récurrence, pour i > 2 :
Si Ker (u’) = Ker (u?), pour z € Ker (u'*!) on a 0 = v (z) = v® (v~ (z)) donc u'~2(z) € Ker (u?) =
Ker (u?) donc u? (u'~2(z)) = 0 et u’ (z) = 0. Donc z € Ker (u’)

Alors Ker (u'!) C Ker (u?) et I'inclusion réciproque étant toujours vraie (cf a ) donc Ker (ui*!) = Ker (u’) =
Ker (uz)

Conclusion : | Si Ker(u?) =Ker (u*) alors pour tout i > 2 : Ker(u’) =Ker (u?)
On a supposé que M? # 0 donc M? # 0 et Ker (u?) # R3.

Donc pour tout entier i : Ker(u?) #R3 et donc u® # 0 et enfin M* # 0 et finalement
Conclusion : | Si Ker(u?) =Ker (u3) alors M n’est pas nilpotente donc Ker(u?) #Ker (u3)

(c) De méme si Ker(u) =Ker(u?) alors (récurrence) pour tout i : Ker(u’) =Ker(u) et M n’est pas nilpotente

Conclusion : | Ker(u) #Ker (u?)

(d) Comme Ker(u) C Ker(u?) CKer(u?®) et que les inclusions sont strictes, et que Ker (u) # {0} alors
0 < dim (Ker(u)) < dim (Ker(u?)) < dim (Ker(u®)) < 3

(Un sous espace de méme dimension que l’espace est ’espace lui méme)

les dimension étant entieres, 1 < dim (Ker(u)) puis 2 < dim (Ker(u)) + 1 < dim (Ker(u?)) et enfin 3 <
dim (Ker(u2)) +1 < dim (Ker(u3))

Conclusion : | dim (Ker(u)) = 1 : dim (Ker(u?)) = 2 et dim (Ker(u?)) = 3
Donc Ker(u?) =R3, d’ott u® = 0 et M3 = 0 (si, hypothese de départ, M?> # 0)
Donc par I’absurde, M3 n’est pas non nulle,

Conclusion :

0 a b
3. Soit (a,b,c,d,e, f) un élément de RS. On consideére la matrice M = [ ¢ 0 d | de Mz (R). On définit les réels
e f O
(M) = ac+df + be et §(M) = bef + ade.
0 a b 0 a b ac+ be
(a) M2=1|c 0 d]||c 0 d] = ed ac+df
e f O e f O fe ae eb+df
ade + bef abe + a%c + adf b%e + abc + bdf
et M3 = | ac® + cdf + bce ade + bef dac + d2f + bde
be? +def +ace fbe + df? + acf ade + bef
0 a b 1 00
Y(MYM + 6(M)I3=(ac+df +be) | ¢ 0 d|+ (bef +ade) [0 1 0] = M3
e f 0 00 1

(b) Si (M) et § (M) sont nuls, alors M = 0 donc M est nilpotente.
Si M est nilpotente alors, d’apres la question (2), M3 = 0 donc v(M)M + §(M)I3 = 0.
On a alors

— ou bien tous ses coefficients ne sont pas nuls, alors (M, I) est libre (2 matrices non proportionnelles) donc
Yy(M)=0etd(M)=0
— ou bien tous ses coefficients sont nuls, alors v (M) =0et § (M) =0

Conclusion : ’ M est nilpotente si et seulement si v(M) et §(M) sont nuls‘

(¢) On suppose que a, b et d sont égaux a 1.
Donc M est nilpotente si et seulement si (1) :ac+df +be=c+ f+e=0et bef +ade=cf+e=0
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<:>{ e=—cf {:){c(e——cf et pour f # 1

c+f—cf=0 1-f)=—f
e=f2/(1-f)
‘:’{cz—f/u—f)

Donc pour chaque f # 1 il y a une solution, ce qui en fait une infinité.

Conclusion : | il existe une infinité de choix pour le triplet (c, e, f) de R?
pour lesquels la matrice M est nilpotente.

(d) Or, pour a, b et d égaux & 1 et f # 1 et non nul (pour que la matrice M ne soit pas triangulaire) alors la

0 1 1
matrice M = [ —f/(1—f) 0 1] est non triangulaire et nilpotente.
fra—=f f o

Comme elle est nilpotente, sa seule valeur propre est 0.
Comme le seul terme sur sa diagonale est 0, on a M € Ds

Conclusion : ’ D3 contient une infinité de matrices nilpotentes qui ne sont pas triangulaires.

(e) Pour avoir tous les coefficients non nuls, on recycle le partie I 2)

0 1 1 1 11
Avec f=2on M= 2 0 1] €D3sdoncM+I=| 2 1 1| €D;3a tous ses coefficients non nuls.
-4 2 0 -4 2 1

Exercice 25. Endomorphisme d’un espace vectoriel de polyndémes [Ecricome 2006]

E désigne 'espace des fonctions polynomes a coefficients réels, dont le degré est inférieur ou égal a l’entier naturel 2.
On considere 'application f qui, a tout élément P de E, associe la fonction polynéme @ telle que :

pour tout z réel : Q(x)=(z—1) P (2)+ P(x)
et B =(Fy, P1, P») la base canonique de E définie par :
pour tout réel x : Py(z)=1, P, (z) =z et Py (x) = 2?

1. On peut faire par étape :
f est définie sur F car toute fonction polynome est dérivable.
Soit P est un polynéme de degré inférieur ou égal a 2.
P’ sera de degré inférieur ou égal & 1. et © — (z — 1) P/ (x) + P (x) sera un polynéme de degré inférieur ou égal a
2.
Donc f est une application e F dans E.
Pour la linéarité :
Soient P et R de E et a et (3 réels,

f(aP+pBR)(x) = (z—1)(aP+BR) (z)+ (aP + BR) (z)
= (@—1)aP (z)+(1—-2)BR (z) + aP (z) + SR (z)
= af(P)(z)+Bf(R)(z)

Donc f(aP + BR) = af (P) (z) + Bf (R) ()
Conclusion : ’ f est un endomorphisme de E ‘

On peut aussi faire plus rapide :

Soit P € E: P(x) = a+ bx + ca?

Alors f (P) est définie et f (P) (z) = (x — 1) (b+ 2cx) + a+bx +cx? =a— b+ (2b — 2¢) x + 3ca?
Donc f (P) est un polynéme de E.

a—>b 1 -1 0 a
et f(P) a pour coordonnées [ 2b—2¢ | =] 0 2 =2 b dans la base canonique.
3c 0 0 3 c

Donc f est I'endomorphisme de E associé a A dans la base canonique.
Donc f est un endomorphisme de E et sa matrice est A.
2. On calcule les images des vecteurs de la base canonique, et leurs coordonnées.
P(x)=1alors P'(z) =0et f(P)(x) = P(x) =1 (coordonnées (1,0,0) )
P(xz)=x alors P/ () =1et f(P)(z) =(x—1)4+ 2 =22 —1 (coordonnées (—1,2,0) )
P(z) =22 alors P’ (z) =2z et f(P)(x) = (z — 1) 2z + 22 = 322 — 22 (coordonnées (0, —2,3) )
Donc la matrice A de f dans B, est :

1 -1 0
A=1 0 2 =2
0 0 3



3. Comme A est triangulaire, ses valeurs propres sont sur la diagonale.

Conclusion : ’ les valeurs propres de f sont donc 1, 2 et 3. ‘

Comme f a trois valeurs propres distinctes,

elle est diagonalisable. ‘

Comme aucune valeur propre n’est nulle, f est bijective et ’ f est un automorphisme de F ‘
4. On a

pour tout réel z : Ry(z) =0, Ri(z)=1et Ro(z)=2(z—1)
donc
f(Ro)(z) = 0+1=1
f(R)(z) = (z—-1)+z—-1=2(x—-1)
f(R)(z) = (@-12(@-1)+(z-1)"=3(@—1)’

Conclusion : | f (Ro) = Ro : f (R1) = 2Ry : f (R2) = 3Ry |

5. Comme les trois sont non nuls, ce sont des vecteurs propres associés.

Ils sont associés a des valeurs propres distinctes, donc ils forment une famile libre.
Ils sont trois et E est de dimension 3.
Conclusion : ’B’ = (Ro, R1, R2) est une base de vecteurs propres de f.

On a leurs coordonnées dans la base canonique :

Ry (z) = 1: coordonnées (1,0,0)

Ry (x) =z —1: coordonnées (—1,1,0)

Ry(z) = (x —1)® = 2% — 2z = 1 : coordonnées (1, —2,1)

Donc
1 -1 1 1 0 0
P= 0 1 -2 et D = 0 2 0
0 0 1 0 0 3

6. on vérifie pour tout réel x :
Rox + 2R, (#)+ Ro(z) = z(z—1)>4+2@x—-1)+1=2>= P, (a)
Ry (z) + Ro (z) (x—=1)4+1= P (z)
Donc P a pour coordonnées (1,2,1) dans B’

Py a pour coordonnées (1,1,0) et enfin Py = Ry apour coordonées (1,0,0) dans 5.
Donc la matrice de passage de B’ dans B est

1 1
plt=101
0 0
(ce que 'on peut vérifier en calculant le produit P~1P =1 )
7. La formule de changement de base donnc alors A = PDP ! et A~ = (Pfl)f1 D-tp-1
Conclusion : ’A‘l = pPD1p-! ‘
N.B.: (AB)"' = B~'A~!, I'ordre du produit s’inverse!
On a alors par récurrence
— Pourn=0:P[D)"Pl=1=4°
— Soit n € N tel que [A7!]" = P [D~!]" P!
alors [A1]""' = A[4-1]" = pDP-'P[D~]" P~' = P [D!]""! P!
=P[D7']"P~L

n

Conclusion : | Pour tout entier n : [Afl]

La troisieme colonne de la matrice [A’l]n est issue du produit par la troisieme colonne de P!
On connait les puissnce de D car D est diagonale.

1 > 0 0 1
(A7 = p[D7']" 2 | =P 027" 0 2
1 0o 0 3 1
1 -1 1 1
= (0o 1 -2 2.27"
0 0 1 37n

1-2.27" 4377
= e 2277 —=2.377"
3771
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Exercice 26. Diagonalisation dépendant d’un parameétre [EM Lyon 1994]
On considere la matrice A (a) de M3 (R) suivante :

1 -1 a2
Af@)=| 0 0 a?
1 0 0

1. On détermine les valeurs de A pour lesquelles A (a) — AT est non inversible :

1-X -1 a2 10 =X 1 0 Y
Aa) — M = 0 -\ a? ~ 0 -\ a? ~ 0 =X a?
10 AP 1N 1 g2) BethemUNI g 1 @24 A1- )
1 0 -2 1 0 -\
~ 10 =1 a2+ X1-2)) ~ -1 a?+ A(1-))
Lo+ L3 0 —\ ag L3<>L3—ALo 0 0 a2 _ /\CL2 + )\2 _ A3

On en conclut que
A (a) — M est non inversible < a? — Xa? + A2 — X3 = 0.

Ce polynéme de degré 3 a une racine évidente qui est A = 1, on factorise donc le polynéme par (A —1) :

a? =X+ XN -XN=O-1)\—a)(A+a)

Conclusion : ’Les valeurs propres de A (a) sont 1, a et —a ‘

On note que les valeurs propres peuvent étre identiques sia =1oua = —1oua=0.

2. A(a) est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre

Conclusion : ’A (a) est inversible pour a # 0 et non inversible pour a = O‘

3. On suppose dans cette question 3. seulement : a ZQ et a Z 1 et a # —1
(a) Dans ce cas, A (a) possede trois valeurs propres distinctes car a # 1, a # —1 et a # —a.
Donc A (a) est diagonalisable.

(b) On résout pour chaque valeur propre :
e Pour la valeur propre a

x (1-a)z—y+a%2=0 [(1-a)a—a+a*z=0 s
(Ala) —al) | v | =0« —ay+a*z=0 & y=azcara#0 <:>{Z"——az
z z—az=0 T =az h
Donc le sous espace propre associé a la valeur propre a est Vect( (a,a,1) )
Un vecteur propre associé est (a,a, 1).
e Pour la valeur propre —a
x (14+a)z—y+a?2=0 [-(l4+a)a+a+a?]z=0 = s
(Ala)+al)| vy | =0« ay +a’z =0 & y=—azcara#0 (:){zc——az
z z4+az=0 T =—az

Donc le sous espace propre associé a la valeur propre —a est Vect( (—-a,—a,1) )
Un vecteur propre associé est (—a, —a, 1).
e Pour la valeur propre 1

T —y+a*z2=0 _ 2
(Al@) =D | v | =0 —y+a®2=0 @{ yx—_z
z x—2z=0 n

Donc le sous espace propre associé a la valeur propre 1 est Vect( (17 a?, 1) )
Un vecteur propre associé est (1, a?, 1).

4. (a) Pour savoir si la matrice A (0) est diagonalisable, il faut déteminer la dimension des sous espaces propres. Les
valeurs propres de A (0) sont 1 et 0.
e Pour la valeur propre 1

T y=20
AO) =D y | =0l —y=0
4 xr—z =

Donc le sous espace propre associé a la valeur propre 1 est Vect( (1,0, 1)) et est de dimension 1 (famille
libre car formée d’un seul vecteur non nul).
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e Pour la valeur propre 0

x x—y:()
(A0)-0) | v | =0« 0=0 ©wz=y=0
z z=0

Donc le sous espace propre associé a la valeur propre 0 est Vect( (0,0,1) ) et est de dimension 1.
La somme des dimensions des sous espaces propres est 2 et donc différente de 3.

Conclusion : ’ A (0) n’est pas diagonalisable. ‘

(b) On calcule

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
AOP=10 0 0 00 0|=[0 0 o0
1 0 0 1 0 0 1 -1 0
1 -1 0 1 10 1 -1 0
AO0P=10 0 0 00 0 f=[0 0 0]=A4(0?
1 0 0 1 0 0 1 -1 0

On montre par récurrence que pour tout entier n > 2, A (0)" = A (0)°.
Pour n > 2, on définit la proposition P(n) la proposition : ” A (0)" = A (0)*.”
Initialisation : Pour n = 2, A(0)" = A (0)* donc P(2) est vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie. On a
A(0)"Tt = A(0)"A(0)
= A(0)?A(0), d’apres 'hypothese de récurrence
A(0)* = A(0)?

P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : | Pour tout n > 2, A(0)" = A4 (0)%.

Exercice 27. Automorphisme d’un espace vectoriel de polynémes [HEC 2013]

On note F = R3 [X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.
Soit f I’application définie sur E qui associe & tout polynéme P € E, le polynéme f(P) défini par :

f(P)(X)=—-3XP(X)+ X?*P'(X), on P’ est la dérivée du polynéme P.
1. (a) Rappelons que la base canonique de E étant la famille B = (1,X L X2 X 3) , E est un espace vectoriel fini de

dimension H

(b) Montrons que f est un endomorphisme de E :
*Pour tout couple(Pr, Py)de E tout couple (h1, hy) de réels, 1(application dérivée étant linéaire

P+ hoP)(X) = —3X (hPy+hoPy) (X) + X? (m P| + hoP3) (X)
= hi (=3XPi(X)+ X?P{(X)) + ha (—3XP5(X) + X’ P}(X))

don f(h1 Py + haP2)(X) = hy f(P1)(X) + +haf(P2)(X) .

donc | f est linéaire

F(1) = —3X

. ov2

*Ainsi :Im(f) = Vect (f(1)7f(X)7f(X2),f(X3)) avec ‘;E‘))((%) — _2§((3
FX) =0

donc Im(f) C E

ce qui confirme que ’ f est bien un endomorphisme de E ‘

(¢) Déterminons la matrice M de f dans la base canonique de E : Par les recherches précédentes, on a obtenu

f(1) = —3X dont les coordonnées dans la base B sont (0, —3,0,0)
f(X) = —2X? dont les coordonnées dans la base B sont (0,0, —2,0)
f(X?) = —X?3 dont les coordonnées dans la base B sont (0, 0,0, —1)
f(X3)=1(0,0,0,0)

donc :
0 0 0 O
-3 0 0 O
M= 0O -2 0 0
0 0 -1 0




(d) *La matrice M admet une colonne nulle donc elle n’est pas inversible.
*Etant en plus triangulaire, avec une diagonale ne contenant que zéro, A admet 0 pour unique valeur propre,
donc
si elle était diagonalisable, elle serait semblable & la matrice (diagonale) Oy.
Or P7'AP = Oy <= A = Oy,ce qui est faux. Donc A n’est pas diagonalisable.

0 0 0 0 0 0 0 0 00 00
-3 0 0 0 -3 0 0 0 00 00
* 2 _ — =
Calculons M* =M x M = 0 -2 0 0 0 _2 0 0 6 00 0
0 0 -1 0 0 -1 0 0 2 0 O
0 0 0 0 00 0 O 0 0 0 O
-3 0 0 0 00 0O 0 0 0 O
3 _ 272 _
Mi=MExM=1"4g 5 o o 6 0 0 0 0 00 0
0 0 -1 0 0 2 0 0 -6 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
M — -3 0 0 0 0 0 0 O _ . 0 0 0O
0o -2 0 0 0O 0 0 O ' 0 0 0 O
0 0 -1 0 —6 0 0 O 0 0 0 O
Donc’pour tout n >4, M™ = Oy,
z
(e) Pe Ker(f),avec: X = Z = matp(P). On a
t
8 —3z=0 ¢ 8
MX = 0 = —2y=0 & X= Z =t 0 avec t € R.
0 =0 t 1

Donc : Ker(f) = Vect ((0,0,0,1)5 = X?) et une base de Ker(f) est (X?3) avec ’dimKer(f) = 1‘

(f) Par le théoreme du rang :dim ker f+dim I'mf = dim E,donc ’ dimImf=4—-1=3 ‘et :Imf = vect (—3X, —-2X2, —X3) =
vect (X, X2, X3)
donc . (X, X%, X?) est une base de Imf.
en utilisant 'un des deux arguments suivants :
* (X, X2, X3) est extraite de la base B,donc est famille libre en plus d’étre génératrice de I'mf :donc (X7 X2, X3)
base de Imf.
*(X, X2, X3) contient trois vecteurs et est génétrice de Imf avec dim Im f = 3 donc (X, X2, X3) base de Imf.

2. On note idg et O respectivement, ’endomorphisme identité et I’endomorphisme nul de E, et pour tout
k-1

endomorphisme v de E, on pose v° = idg et pour tout k de N*,v* = vov
Soit u et g deux endomorphismes de E tels que : u* = 0p,u® # 0 et g = idp + u + u? + u>.

(a) Soit P un polynéme de E tel que P ¢ Ker(u®). Montrons que la famille C = (P, u(P),u*(P),u?(P)) est une
base de E.
*Rappelons que dim E = 4,
*C contient a priori 4 vecteurs,
*montrons que cette famille est libre :
Or si aP + bu(P) + cu?(P) + du®(P) = O (polyndéme nul) alors en appliquant u 3 fois & cette équation ,on a
successivement en utilisant u*(P) = O

au(P) +bu?(P) + cu®(P) = O
a*(P)+bu*(P) = O
a)(P) = O
Comme u? # 0p, alors u* # 0g,i = 0,1,2 et comme P ¢ Ker(u?),u®(P) # O
donc :
a 0
b = 0
c = 0
d 0

ce qui prouve que la famille C est libre et contient 4 vecteurs distincts, donc forme une autre base de E.
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(b)

Rédaction 1 :

Remarquons que (idg — u) 0og = idE — u* = idg donc g est un automorphisme de E.

-1

et 'automorphisme réciproque g~ est ’endomorphisme idg — u.

Rédaction 2 :déterminons la matrice de g dans la base C':

9(P) P +u(P)+u*(P) +u’(P) = (1,1,1,1)

g(u(P)) = w(P)+u*(P)+u*(P)=(0,1,1,1),

g(w’(P)) = w?(P)+u*(P)=(0,0,1,1)

g(W?(P)) = w?(P)=1(0,0,0,1),

donce
1 0 0 O
matc(g) = 1 } (1) 8

11 1 1

Cette matrice est triangulaire sans zéro dans la diagonale donc elle est inversible et g est donc un endorphisme
bijectif de E, c’est-a-dire un automorphisme de E.

1 0 0 O

B _ -1 1 0 O

De plus matc(g 1) = (matc(g)) = 0O —-1 1 0
0 0O -1 1

< matc(g™) = I — matc(u) = mate(idg — )

donc : par unicité de la décomposition matricielle d’un endomorphisme de E pour une base fixée :

si Q € ker(u) alors u(Q) = O et g(Q) =idr(Q) < (¢ —idg) Q = Odonc: Q € ker(g — idg).

Ainsi : ker(u) C ker(g — idg).

Par le théoréme du rang :dimkeru = 4 — dim I'mu et dimker(g — idg) = 4 — dim Im(g — idg)

or reprenant les images respectivement par u ou g — idgde la base C :

*Imu = vect (u(P),v?(P),u?(P),0) = dimImu = 3, la famille génératrice (u(P),u?(P),u?(P))de Imu
étant extraite de C.

*Im(g — idg) = vect (u(P) +v?(P) + u*(P),u?*(P) + u*(P),u*(P)) = dimIm(g — idg) = 3, la famille
(u(P) + u?(P) 4+ u(P),u*(P) + u3(P),u*(P)) étant clairement libre par I'implication au(P)+u?(P)+u®(P))+
b(u*(P) +u*(P)) + cud(P) =0 = (a=0,a+b=0,a+b+c=0)

donc :dimkeru = dimker(g —idg) =1 et ’ker(u) = ker(g — idg) ‘

Rédaction 1 :

La rédaction matricielle de la question b) permet d’établir que 1 est la seule valeur propre de g puisque c’est
la seule valeur propre de la matrice triangulaire matc(g).

Rédaction 2 : Si A € spec(g) alors g étant bijectif,\ # 0.

A-1
De plus s’il existe P # 0, tel que g(P) = AP alors P = A\g~!(P) = AP — M\u(P) & u(P) = TP

A

donc est la seule valeur propre possible

et la question précédente a fait établir que dimker(g —idg) = 1, donc 1 est bien valeur propre de g (qui ainsi
n’est pas diagonalisable.)

donc

€ spec(u). Or spec(u) = {0} (vu par exemple par u* = 0f)

3 Probabilité

3.1 Variables aléatoires discrétes

Exercice 28. Calcul d’intégrales et de sommes [Edhec 2015]

Partie I

1. (a)

Pour tout t € [0,2], on a t? < 2%, donc 1 — 2 > 1 — 22, Or, on a également 1 — 22 > 0 (car 0 < z < 1,

qui implique 22 < 1). Donc 1 —t? > 1 — 22 > 0. Par conséquent, on peut passer & I'inverse et on obtient :
1 1

0< < ——
1—12 51— a2

ce qui donne, en multipliant par t™ (qui est positif ou nul) :

tm tm

< —s.
1—¢2 1 —22
43

0<



On intégre cet encadrement sur l'intervalle [0, z] :

/ Odtg/ —Zdtg/ ——dt
0 0 1_t 0 ]._l'

C’est-a-dire :

xT tm 1 xm
0< Sdt < tmdt
0 lft 171'2 0

x tﬁL-‘rl z l‘m+1
Or, / t"dt = [ ] = . On en déduit :
0 0

m—+1 m+1
x tm 1 xm—&-l
0< dt < X
\/0 1—t27 T 1—22" m+1

Et donc, comme = < 1 :

Oi/ ! dt < 1 X L
o 1—12 1—22 m+1

1

(b) On a sans difficulté : 1= % s

xT tm
/ 72dt — 0
o 1—1 m—+o0

2. (a) Pour tout j € N, on a t? = (#2)7. On reconnait donc la somme des k premiers termes d'une suite géométrique

de raison t2, avec t? # 1. Dot :

tQk

§t21—1_(t2>k—1_
prd o1 —2 T 1-—¢2

(b) On integre I’égalité ci-dessus sur 'intervalle [0, z] :

z k—1 T 2%k
: 1—t
/ E tzjdt:/ ——dt
0 = o 11—t

C’est-a-dire, par linéarité de U'intégrale :

k—1 xT ) x 1 xT t2k
Z/ tQJdt:/ thf/ —

x 201 7% 241
Or, / t2dt = | — = — . Donc finalement :
0 27 +1], 25+1

— 0. On en déduit, par encadrement :

dt

16213323‘4-1 _/x 1 dt-/x 12k
,:02j+1 o 1—1¢2 o 1—1¢2

J

dt

2k

dt — 0. Par conséquent :

x
(c) D’apres la question 1.(b) : /0 T2 o0

R [ e
L2+ kore Jy 112

. /o "y a2t
Conclusion : la série de terme général 211 converge et on a :
J
oo 2541 z
2ori ), e
par ey o 1—
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Partie I1

Soit k£ € N quelconque. Alors :

+oo 22i+1 —1 22i+1 ¥ o 2j+1

- + o
27 +1 j:k2]+1

= 27 +1 =

C’est-a-dire, d’apres les questions 2.(b) et 2.(c) :
v * o T g2k X g

——dt = ——dt— [ ——dt
/0 1-¢2 /0 1-¢2 /0 1-¢2 +j§2j+1

x
1
Les / ﬁdt se simplifient de chaque c6té, et on en déduit :
o 1—

too 227+1 T 42k
> 1 ), 1-a®
parie o 1—

1. La variable aléatoire N représente le temps d’attente du premier succes (obtenir pile) & une succession d’épreuves
de Bernoulli indépendantes (les lancers de piece), chacune ayant une probabilité de succes égale a p.

Par conséquent, | N suit une loi géométrique de parametre p |.

2. (a)

m
La commande floor renvoie la partie entiere d’'un nombre. Il faut donc montrer que 2L5J est égal a m si et
seulement si m est pair. Pour cela, on fait une disjonction de cas :

m m
— Si m est pair, alors il existe un entier naturel k tel que m = 2k. Ceci implique 5 = k, et donc LEJ =k

LT

également. Par conséquent, 2 5 | =2k=m.

m 1
— Si m est impair, alors il existe un entier naturel k tel que m = 2k — 1. Ceci implique 5 = k— > et donc
m

— :kfl.Parconséquent,Zm =2k—-2=m-—1#m.
2 2

L@

Ainsi, on a montré que 2 5 | = m si et seulement si m est pair.

’ Conclusion : la commande 2*floor (m/2) renvoie donc la valeur de m si et seulement si m est pair.

p=input (’donner la valeur de p’)
N=grand(1,1,’geom’, p) // ’geom’ désigne une loi géométrique
X=grand(1,1,’uin’, 1, N) // ’uin’ désigne une loi uniforme discreéte
if 2+floor(X/2)==X then

disp(’le joueur a perdu’)
else

disp(’le joueur a gagné’)
end

Sik > j,alors 2k +1 > 2j. 1l est donc impossible de tirer une boule numérotée 2k 4+ 1 dans une urne qui ne
contient que des boules numérotées de 1 a 2j. Par conséquent :

’]P(N=2j)(X:2k+1) =0 si k}j‘.

De méme, si k > j+1, alors k > j et donc 2k + 1 > 25 4 1. Par conséquent, il est impossible de tirer une boule
numérotée 2k + 1 dans une urne qui ne contient que des boules numérotées de 1 a 25 + 1. On en déduit que

’P(N:2j+1)(X=2k+1) :OSik>j+1‘,

Si k appartient a [0,5 — 1], alors 1 < 2k +1 < 25 — 1 et donc, en particulier : 1 < 2k + 1 < 25. De plus, une
fois 'urne remplie avec les boules numérotées de 1 a 2j, chaque boule a la méme probabilité d’étre tirée. Par
conséquent :

Pv=oj)(X =2k +1)

1
2]
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(d) De méme, si k appartient & [0, j], alors 1 < 2k + 1 < 25 4+ 1. En remplissant 'urne avec des boules numérotées
de 1 a 25 + 1, la boule numérotée 2k + 1 peut donc étre tirée. Et comme il y a équiprobabilité :

Pv=gjpn(X =2k+1) =

sik<j

2j + 1

4. (a) Comme N suit une loi géométrique, on a N(£2) = N*. Donc ( [N = n]) est un systéme complet d’événements.
n>1

Par conséquent, d’apres la formule des probabilités totales, on a, pour tout k£ € N :

P(X =2k+1) = Z]P’ = 1) P(nep) (X =2k + 1)

Maintenant, on sépare la somme en deux (comme indiqué dans I’énoncé) entre, d’un c6té les n pairs (qui
s’écrivent sous la forme 2j5) et d’un autre coté les termes impairs (qui s’écrivent sous la forme 25 + 1) :

P(X =2k+1) = ZIP’ = 2)) P(n=oj)(X =2k +1)

+ Z]P’(N =25 + 1) P(yegji) (X = 2k + 1)
On remplace P(N = 2j) et P(N =25 + 1) en se servant de la loi de N :
P(X =2k+1) =Y pg” 'Piy—gj)(X =2k +1)
+oo )
+ ZPQQJP(N:2J'+1)(X =2k +1)
j=1
PR o
=23 By (X = 2k + 1)

+o00
p .
- q Z P N2y (X =2k +1)
j=1

Enfin, on remplace P(ny—2;)(X =2k + 1) et P(y—9j41)(X = 2k + 1) en se servant de la question 3 :

+oo
P(X =2k+1) Z ¢ P(no2j)(X =2k +1) + b Zq2j+1 P(n=2j4+1)(X =2k +1) (questions 3.a et 3.b)
] k+1 q j=k
=P Z 42 Z 23“ (questions 3.c et 3.d)
154

D’ou, en mettant b en facteur :

+o0 2j+1

2]—1—

p q'
P(X =2k+1) =
( ) . E

j=k+1

(b) D’apres la question 1.2.d et la partie admise juste apres, on a (en remplacant dans 1’égalité ci-dessus) :

D t2k+1 q tQk
P(X =2k+1)="~- —dt —dt
( t q(/o 1—¢? +/0 1—¢ )

(on peut bien remplacer x par ¢ car ¢ appartient a [0;1]).

On simplifie :
P(X =2k+1) =2 /q t2k+1dt+/q A
B g \Jy 112 o 1—12

a4 $2k+1 4 42k
=P / ;dt (linéarité de l'intégrale)
qJo 1-t

_p [T PR+
‘qA<L¢m+w“
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Ce qui donne bien (en simplifiant par ¢t 4+ 1) :

q tQk

dt
1-1¢

P(X:Qkﬂ):fﬁ/
qJo

5. (a) Pour tout t € [0,¢q], mat<g<1,doncl—t>1—gq>0,etdonc, en prenant 'inverse :

1 1

0< —< —

1-1¢ 1—gq

t2n+2
D’ot, en multipliant par ———————— (qui est positif ounul car t >0, 1 —t > 0et 1+t > 0) :
(1-t)(1+1)
t2n+2 1 t2n+2
0<

< X
(1—-t)?2(1+t) 1—-q ((1—-t)(1+1)
On intégre cet encadrement sur l'intervalle [0, ¢] :
q t2n+2 1 q t2n+2
0< dt < dt
/o A—07(+0 1—q/0 -0 +0)

t2n+2

q
Or, on sait que ————dt — 0 (question I.1.b). On en déduit, par encadrement :

q t2n+2
S E— 0
/0 02140 notwo

(b) On fait la somme en se servant du résultat de la question 4.(b) :

- " p 92k
P(X =2k+1) = p "
yrtx =k =3 (2 1)
k=0 k=0
P q n t2k
=y /O kZ:O — | dt (linéanité de Vintégrale)

p [? 1 ¢ 2k
== — ) ) adt

On reconnait (& l'intérieur de 'intégrale) la somme des n+ 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison
t2 (avec t? # 1). Donc :

. L N e
Z]P’(X:ZkJrl):B/ (=T
k=0
q 1— t2n+2
qJo (1=1)(1-¢%)
q 1— t2n+2
_ 7 / Bt Y
qJo (L=1)*(1+1)
Ce qui donne bien, par linéarité de 'intégrale :

n B B g q; B q t2n+2
,;MX‘?’““)‘q(/o et <1—t>2<1+t>‘“)

(¢) L’événement A est 'événement < X est impair ». On a donc A = U A, ou, pour tout n € N*, A, est
nEN
I'événement <« X est impair et X < 2n + 1 ». De plus, (A4;,)n>1 est une famille croissante d’événements. Par
conséquent :

P(A) = lim P(A,).

n—-+oo

Or, pour tout n € N*, P(A,,) n’est autre que Y ,_, P(X = 2k+1), c’est-a-dire, d’apres la question précédente :

P(4,) =2 ( /0 q (1_,5):17(1%“ B /0 a—ﬁimdt}



On a donc :

=t ([ et [ o)

C’est-a-dire, d’apres la question 5.(a) :

_p[f 1
P =1 [ e

6. (a) Soit (a,b,c) € R®. Alors, pour tout t € R\ {—1;1}, on a :

a_ b L _a(l =)+t +b(1 —t)* +c(1+1)

1—t 1+t (1-1)2 (1—1)2(1 +¢t)
a(l —12) +b(1 — 2t +12) +c(1+ 1)

(1—t)2(1+1¢)
(—a+b)t? + (—2b+c)t + (a+b+c)

(1—t)2(1+1)

Par identification des monoémes de méme degré, ceci est égal a pour tout t € R\ {-1;1}

1
1—02(1+ 1)

(
—a+b = 0
—2b4+c = 0
a+b+c =1
On résout ce systeme :
—a+b=0 a = b a = b = 1/4
—2b+c¢c = 0 = c = 20 = ¢c = 20 =< ¢ = 1/2
a+b+c =1 a+b+c = 1 4 = 1 b = 1/4
Conclusion : pour tout t € R\ {-1;1}, on a:
a b c

020+ 1t 14 =02

P<A>—p/qmdt
Gl e e )
TR T 3l
i ()
Lt (G s} (1)
-5 G (ii3> (%))

Ce qui donne, en développant :

(1—q)+ *11’1].4’(]

1 1-—
+a > 1, et donc In <1+q) > 0. De plus,
—q

1
(¢) Ona0<1—¢g < 1+gq (car ¢ €]0;1[). On en déduit que 1
car 1 — g > 0 et 49 > 0. Donc




Exercice 29. Probabilités conditionnelles [Edhec 2004]

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On lance n fois une piece équilibrée (c’est-a-dire donnant pile avec la probabilité 1/2 et face également avec la
probabilité 1/2), les lancers étant supposés indépendants.

On note Z la variable aléatoire qui vaut 0 si ’on n’obtient aucun pile pendant ces n lancers et qui, dans le cas contraire,
prend pour valeur le rang du premier pile.

1. (a) Le premier pile advient au plus tot au premier tirage et au plus tard au n®™¢ lancer. Enfin, si I'on n’a pas de
pile, Z = 0. Donc les valeurs possibles de Z sont : Z (Q2) = [0, n].

(b) e Si 1<k <n, alors 'événement [Z = k] signifie que I'on a le premier pile lors du £%*™¢ lancer. On note Fj
I’événement : ”on obtient face au j*“*¢ lancer” et P; I’événement : "on obtient pile au j*“*¢ lancer” . Donc

[Z=kl=F1NFN---NF,_1NPg.

Les lancers étant indépendants, P(Z = k) =P (F1) P(Fy)...P(Fp—1) P(P) = (%)k sil<k<n.

e Si k=0 alors [Z = 0] signifie que 1’on a pas eu de pile lors de ces n lancers. Donc
[Z=0=FnN---NF,
et comme les lancers sont indépendants, P(Z =0) =P (Fy)...P(F,) = (%)n
Donc P(Z=0)= (})" et P(Z=k) = (1) si1 <k <n.

(¢) On calcule Z P(Z = k) en mettant & part la valeur k = 0.
k=0

Il
7 N
N~ N~
~_

3

+

—_

|
7N
DO | =
N~

3

Il

—_

Ce qui est cohérent avec une loi de variable aléatoire.
On dispose de n+ 1 urnes Uy, Uy, ..., U, telles que pour tout k de {0,1,...,n} 'urne Uy, contient k boules blanches
et n — k boules noires.
On effectue des tirages d’une boule, au hasard et avec remise dans ces urnes de la fagon suivante : si apres les
lancers de la piece décrits dans la premiere question, la variable Z prend la valeur k (avec k > 1), alors on tire
une par une et avec remise, k boules dans I'urne Uy, et I'on note X la variable aléatoire égale au nombre de boules
blanches obtenues a l’issue de ces tirages. Si la variable Z a pris la valeur 0, aucun tirage n’est effectué et X prend
la valeur 0.
2. Au minimum, on a X = 0 (quand on a Z = 0 ou quand on n’obtient aucune boule blanche) au maximum, on fait
n tirages (quand Z = n) dans 'urne n qui contient n boules blanches.
Donc,on obtient au minimum, X = 0 boules blanches et au maximum, on a X = n, toutes les valeurs intermédiaires
étant possibles. Ainsi X () = [0, n].
3.(a) Quand Z=0,ona X =0donc Pz (X =0)=1etPyzo(X =4)=0si1<i<n.
(b) Quand Z = n, on affectue n tirages dans 'urne n qui ne contient n boules blanches et 0 boules noires. On
obtiendra donc n boules blanches.
DoncPy—, (X =n)=1let Pz, (X =i)si0<i<n-—1.
(¢) Quand Z =k (1 <k <n—1) on effectue k tirages indépendants dans I'urne k& qui contient k& boules blanches
et n — k noires. Les boules étant équiproables, la probabilité d’obtenir une blanche et de k/n & chaque tirage.
Donc le nombre de boules blanche obtenues suit une loi binémiales, B (k, k/n)
() () (=55)" " sio< i<k
0, sinon.
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4. (a) On connait les probabilités conditionnnelles Pz_; (X = 0) et on veut la probabilité P (X = 0).

On utilise donc la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (Z = k) kel[0,n]]

P(X=0)=Y Pzt (X=0)P(Z=k)
k=0
Comme on a des formules particulieres pour k = 0 et k = n, on les traite a part :

n—1
P(X=0)=Pz_g(X=0)P(Z=0)+Pz (X =0)P(Z=1n)+ Y Pzt (X =0)P(Z=k)
k=1

Les valeurs Pz (X =0), P(Z=0), Pz_, (X =0) et P(Z =n) ont déja été calculées.
Dans la somme, on a 0 < k avec k > 1 donc Pz_j (X = 0) est donnée par la loi binémiale.

.. (;)Zow:mg (5) (k) (—k) (;)
21n+:zi1'1' <n2_nk)k
- =S (5

k=1

~
s
[
e
[

(b) Pour X = n, on ne peut obtenir n boules blanches qu’en faisant n tirages, donc si Z = n.
Donc (X =n)=(Z=nnNX =n)
Comme on a X =n deés que Z = n (dans l'urne n, il n’y a que des boules blanches) (X =n) = (Z =n)

Donc
1

(¢) Pour toutide{1,2,...,n — 1}, on réutilise la formule des proabilités totales avec 1 systéme complet d’événements
(Z = k)ke[[o,n]]

P(X=n)=P(Z=n)

P(X=i)=) Psp(X=0)P(Z=k)
k=0

avec, 1a encore, les valeurs k = 0 et n & traiter & part et Pz_j (X =) est sinon donné par la loi bindmiale,
donc avec deux formules différentes pour k > i et k < i (& exprimer par rapport a k, car c’est lui l'indice de
sommation).

D’ou le découpage de la somme :

Preo (X =i) P(Z=0)+Pyp (X =i) P(Z =n)

=+ z_:PZ:k (X:’L) P(Z:k)—‘ri:]}pzzk (XZ’L) P(Z:k)
k=1 k=1

n—1
= 04+0++> 0-P(Z=k)+ )Y Psy (X=i)P(Z=k)
k=1 k=1

-SOE Y

n
5. On calcule Z}P’ (X =14) en traitant A part i =0 et i =n:

i=0
n n—1
YP(X=i) = P(X=0)+P(X=n)+) P(X=1i)
i=0 i=1
n—1 k n—1n—1 [ k—1 k
1 n—=k 1 k k n—=k 1
- w2 (%) w2 ()6 () )
k=1 i=1 k=1
n—1n—1
Or la somme double Z Z porte sur les i et k tels que 1 <i <k <n—1quel'onréordonne : 1 <k <n-—1c¢et
i=1 k=i

1<i<k
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Exercice 30. Couple de variables aléatoires et droite de régression [EM Lyon 2009]

Une urne contient des boules blanches et des boules noires. La proportion de boules blanches est p et la proportion
de boules noires est g.
Ainsi,ona:0<p<1l,0<g<letp+qg=1.

Partie I : Tirages avec arrét dés qu’une boule noire a été obtenue

Dans cette partie, on effectue des tirages successifs avec remise et on s’arréte des que ’on a obtenu une boule noire.
On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués et U la variable aléatoire égale au nombre de
boules blanches obtenues.
1. Tant que l'on n’a pas de boule noire, la probabilité d’en obtenir une reste ¢ (boules équiprobables)
Donc T est le rang du premier succes dans un processus sans mémoire et

1
Conclusion : | T — G (q), E(T) = -, V(T) = % et pour tout k> 1:P (T = k) = pF~lq
q q

2. [U = k] signifie que [T'=k + 1], donc U =T — 1 et

P
2

Conclusion : |U a une espérance et une variance, E(U)=E(T)—1= g et V({U)=V(T) =

(=

Partie II : Tirages avec arrét dés qu’une boule blanche et une boule noire ont été obtenues

Dans cette partie, on effectue des tirages successifs avec remise et on s’arréte dés que 1’on a obtenu au moins une boule
blanche et au moins une boule noire.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.
On note Y la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues.
On note Z la variable aléatoire égale au nombre de boules noires obtenues.
Ainsi, on peut remarquer que la probabilité de I’événement (Y = 1)U (Z = 1) est égale a 1. Pour tout entier naturel non
nul ¢, on note :
e B; I'événement ”la i-éme boule tirée est blanche”,
e N, I'événement ”la i-eme boule tirée est noire”.

o1



1. (a) On remarque que X (©2) = N\ {0,1}. Pour k& > 2, [X = k] signifie que l'on a effectué k tirages : on a donc eu

k — 1 blanches puis une noire ou k — 1 noires puis une blanche (ce sont deux événements incompatibles).

P(X =Fk) =P (N1)Pn, (N2) - Pnin.ane_y (Be) + P (B1) P, (B2) - Ppinp_y (Ni),

Conclusion :’Pour tout entier k > 2: P (X =k) = q p* ' +p ¢ L. ‘

On travaille sur la somme partielle. Pour N > 2,
N N
S>P(X=k = > [¢p" " +pd]
k=2 k=2
N-1 N-1
= q P+ p ¢" avec le changement d’indiceh = k — 1
h=1 h=1
N-1 N-1
= g p"—q+p ) d"—p
h=0 h=0
1—pV . N
S

Comme |[p| <let|g/<letp+g=1,ona

al 1 1 1 1
D P(X=k) — qgr——q+pr——p=g-—q+p-—p=2-p—q=1.
P N—+oo "1 —p 1—gq q P

+oo
Conclusion : ZP (X=k=1
k=2

Pour k> 2, ona|kP (X =k)|=kP (X =k)
N N N
S kP(X=k) = ¢Y kp+pd kgt
k=2 k=2 k=2
N N
= q) _ kp" ' —q+p) k" —p
k=1 k=1

Comme |[p| <let|g/<letp+g=1,0ona

al 1 1 1 11
kP(X=k) — ¢—5-q+p—3-P=q¢5—q+p5—p=—-+--1
2 ot T2 T g N
Donc la série converge absolument.
1 1
Conclusion : | X admet une espérance et E (X) = -+ — — 1.
q
Pour k =2, [X = 2] N[Y = 1] signifie que l'on a effectué 2 tirages et obtenu une seule blanche (donc une seule
noire). On a donc pu avoir Ny N By ou By N Ny (événements incompatibles) et donc
P(X=2)n(Y=1))=P(N1NBy)+P(NanNBy) =pqg+qp = 2pq.
Si k> 3 alors (X = k)N (Y = 1) signifie que 'on n’a obtenu qu’une seule blanche (et plusieurs noires) et donc
s’est arrété sur une boule blanche.
X =kNY =1=NN---NNx_1NBy
Ainsi,

Conclusion : ’ P (X
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(b) La loi de Y est une loi marginale du couple (X,Y") donc
+oo
P(Y=1) = Y P(X=kn[Y=1]
k=2
+oo
- P(X =Ny =)+ 3 P(X =K =1))
k=3
+oo +oo
= g+ " 'p=2pq+p> ¢
k=3 h=2

+oo
1
= 2pq+p<2qh—l—q> =2pq+p(1_q—1—q>

h=0

D
= pq+};—p=1—p+pq=q+pq

Conclusion : ’ P(Y =1)=q(1+p). ‘

(¢) On a Y (Q) = N* et pour k > 2 quand [Y = k] on a plus d’une blanche, donc on s’arréte sur une boule noire.
[Y = k] signifie donc que I'on a eu k blanches puis une boule noire. Donc P (Y = k) = p*q.

Conclusion :’Y(Q):N*, PY=1)=q(1+p)et P(Y =k)=0prq pourkEQ.‘

1
= - (1 —p+ pz).
q
. En inversant les roles de blanc et noir, on inverse les roles de Y et de Z. La loi de Z est donc la méme que celle
de Y en inversant les roles de p et de q.

On admet que 'espérance de Y existe et que : E (V)

Conclusion :| Z(Q)=N*P(Z=1)=p(l+q) et P(Z=k)=q¢"ppourk>2et E(Z) = (1—q+q2)

"=

. Pour tout k > 1, [X — 1 = k] signifie qu’il y a eu k tirages avant le changement de couleur.
Si les tirages se finissent par noir, on a alors Y = ket Z=1donc YZ =k
Si les tirages se finissent par blanc, on a alors Y =1 et Z =k donc Y Z = k et donc dans tous les cas,

Conclusion : |YZ =X —1
. Y et Z ont une espérance. X a une espérance donc X — 1 et YZ également E(YZ) = E(X) — 1. Donc (Y, Z)
admet une covariance et d’apres la formule de Huygens

cov(Y,Z)=E(YZ)-E(Y)E(Z).

Conclusion : | cov (Y, Z) = E (X) - E(Y) E (Z) — 1]

. Pour information, les séries suivantes ont été simulées avec p = 0.7.

(a) x=[7 4 14 3 4 3 4 3 6 3];
y=[6 1 13 2 3 1 3 2 5 2];
disp(corr(x,y,1)/stdev(x)/stdev(y))
ans =

0.8848583

(b) x=[7 4 14 3 4 3 4 3 6 3];
y=[6 1 13 2 3 1 3 2 5 2]
plot2d(x,y,style=-3)
xx=linspace(0,15,100);
plot(xx,corr(x,y,1)/variance (x)*(xx-mean(x))+mean(y))

’
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3.2 Variables aléatoires a densité

Exercice 31. Partie entiére d’une variable aléatoire a densité [Edhec 2002]

Pour tout nombre réel x, on note [z] la partie entiere de x, c’est-a-dire I'unique nombre entier vérifiant : [z] < = < [z]+1.
Soit X la variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A (A > 0).
On pose Y = [X], YV est donc la partie entiere de X etona:VkeZ (Y =k)=(k<X<k+1)

X suit la loi exponentielle de parametre y. On note Y la partie entiere de X, et Z =X — Y.
l1.(a) OnaY(2)=Ncarp(X <0)=0
(b) Soit k€ N* on a
k
plk—1<X<k)= / pe”Mdt = [—e ]
— e mk=1) _ mpk efﬂk(kil) (1 _ efu)

k

p(Y =k-1) t=k—1

() Bt (Y +1) (@) = [[L+oo[[: p(¥ +1=k) = et (1 —em) = (e7)" T (1 =)
On reconnait donc que Y + 1< G (1 —e™#)
et E(Y)= ! — —1
1—e#
2. (a) Pour 0 < z < 1, On applique la formule des probabiltiés totales avec (Y = k)rpeny comme systéme complet
d’événements :

(d) Donc E(Y +1) =

1—e

+oo
p(Z<x)—Zp(Z<xﬁY—k)
k=0
Avec (Z<znY =k =X-X]<znX]=k=Fk<X<k+4+z)car0<z<]1
Et comme
k+x
pk<X<k+z) = pe Mtdt = (e*’“~C — e*“(ker))
k
= (1—6_’”) e Mk
alors

+oo
p(Z<a)=(1-er) ()"
k=0
1—e #®
T e

(la série est convergente d’apres le th des probabilités totales)
(b) Donc la fonction de répartition de Z est :

— G(x)=0siz<0

— G(r) =S sia e [0,1]

— G(x)=1siz>1

G est continue sur R—{0,1}

1 — 0
— en 0~ onaG(x)=0—0et comme G(0) = 1% = 0 alors GG est continue en 0
—e
1— e ke -
— Enl onaG(x)= 1 < — %:Z_L =1=G(1) donc G continue en 1.
—e

et G est continue sur R et C! sur R—{0,1}

. . N Lz s sl _ pe h®
Finalement Z est une variable a densité de densité g (z) = G’ (z) = ==
(¢) On étudie la convergence de fjooj

si x €10,1] et 0 ailleurs.

tg (t) dt impropre en 400 :
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ffoo tg (t)dt =0 et f;roo tg (t) dt = 0 il reste donc

1 1 —put
/tg(t)dt:/ e
0 o l—e#

1
H / te=Htdt & la volée

S l—er )
1
— H _ltefﬂt _ ie*#t
I—e# K (1 0
=7 a — (—16_“ - % (e — 1))
—e f 7
_ e n 1
o l—er p
Donc Z a une espérance qui est : E (Z) = % - %
On aurait pu passer par E (X) = % et E(Y)=1"27—-1= % donc

E(Z)=EX-Y)=E(X)-E(Y)=1- e M

”w l—e—#
Mais on n’a pas le théoréeme dans le cours pour un mélange de variables discretes et a densité.

Exercice 32. Utilisation de la loi normale [Edhec 2001]

Osiz <O
Soit f la fonction définie par : f(z) = 75572
ze 2 sixzx>0

1. f est continue sur par morceaux et positive sur R.
ftf f (t) dt est impropre en +oo

[P orwdt=[°_odt=0
2 2 M M?

fOM ze 2dr=|—e 2 —1-¢ 2 =1 quand M — 400

0
Donc fj;o f (t) dt converge et vaut 1

Conclusion : ’ f est bien une densité‘

La durée de vie d’un certain composant électronique est une variable aléatoire X dont une densité est f.

2.(a) Siz <0alors F(z) = [*_0dt=0
t2 22

etsiz>0:F () :fEOOOdt—i-f;te_?dt: l—e 2
(b) La médiane n’est pas négative (F(z) = 0).
2

etpouerO:F(x)z%(z)l—e_%: <:>“"—2:1n(2)<:>x:\/21n(2)

N[

Conclusion : | p = +/21n (2)

3. On appelle mode de la variable X tout réel x en lequel f atteint son maximum.
On étudie les variations de f sur RT.(f n’est pas maximale sur R™)

f est dérivable sur Rt et

x? x?
flx) = e 2 —az2% 2
e
= (1-2%e 2
x 0 1
1— 22 + 0 — 2 degré
[ () + 0 -
f(x) / N\

Donc f est maximale en 1 ou elle vaut :

Conclusion : | My = f (1) =e Y2 =1/\/e
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4.(a) Soit Y < N (0,1) alors 1 =V (Y2) = E (Y?) 0= [ ﬁge—t?/zdt
et par parité, f0+°° \/%tze*ﬁ/?dt = % done f0+°° 2e—2/20¢ — @

Et comme E(X) = fjo? tf (t)dt avec fi)oo =0 et f0+oo tf (t)dt = O+°O 22t = @ alors X a une
espérance et

Conclusion : | E(X) = %

(b) X? a une espérance si f0+oo t2f (t) dt converge :
fOM t2f (t)dt = fOM 3e=t°/2dt idée : conserver un t avec e~ /2 pour pouvoir le primitiver.

wut)=t2:u () =2t:0 (t) =te /2 v (t) = —e /2 et wet v C! donc

M 5 M M R
/ eft)ydt = [fe*t “tﬂ 7/ —2te=t/2dt
0 0 0

M2 2 1M
— e 2 {—eft /2}
(&

0
M?
= —M72/2+2—267M2/2
(&

— 2

avec M2 =g = 0(6‘T/2)

Donc fj:; t2f (t) dt converge et vaut 2 = E (X2
= 2 —

Conclusion : | X a une variance et V (X)

N | —

Exercice 33. Variables aléatoires a densité et variables indicatrices [Edhec 2006]

1 e lo 1
i -
20—z 75|02
On considere la fonction f définie par : f(z) =¢ 1 sixe 1 1
22 ’
0 sinon.

1. On vérifie les criteres d’une densité de probabilité :
— f est positive ou nulle sur R.

— f est continue sur R\ {O, 2 1} , [ est donc continue par morceaux sur R.

+oo
— / f(t)dt est impropre en —oo et en +oo. Puisque f est nulle sur | — oo, 0[U[1, +00[, on a
—00

1/2 1
lf(t)dt:{ ! ] +[_1} P S .
/2

+00 1 1/2
/ f(t)dtZ/0 f)dt = | F(t)dt + 201—1) |,

— 00

1

“+oo
Donc / f(t)dt converge et vaut 1
— 00

Conclusion : ’ f est une densité de probabilité. ‘

Dans toute la suite, on considére une variable aléatoire X définie sur un certain espace probabilisé (£2, A, P) et
admettant la fonction f pour densité.

2. Pour tout x réel, on a F (z) = / f)de

—Six<0,F(m):/( 0dt = 0.

— 00

Si0<az<s F(x)/o 0+/I#dtf _1 |-
- 2’ ) o 20—t [2(1-t)],
2

1

2

1 0 1/ 1 T q 1
—Si-< 1, F(2) = R —; —dt =~
Sl2igc< , F (z) / 0+/0 L +/1/22t2 5

— Siz>1, F(z)=1
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Conclusion :

0 sizx <0
T 1
—— sixz e |0, =
2(1 — =z 92
F(z) = 3( 1) on
2= o] -
2 2 TS|
1 six > 1.

+ oo

3. On étudie la convergence de / |tf (t)|dt impropre en —oco et en +oo. Puisque f est nulle sur | — oo, 0[U[1, +00]
o0

et t — tf(t) est positive sur [0, 1], on a

400 1 1 vz 1 /'t
tf(t)|dt = tf(t)dt = = —dt — —dt.
/m £ / £(0) 2/0 T +2/1/2t2

1 1 _1-(0=9_
Or pour t € [0,1/2], A2 1-t (1-02  (1-02

On a donc

1/2 t 1/2 1 1 1 1/2
——dt = - dt = In(l—t =2-1+In(1/2) =1-1n(2).
/0 (1—1)2 /0 (1-t)2 1-—t [1—t+n( )]O +1In(1/2) n(2)

De plus,

/1 L. (I ()] 5 = (2).

/2 t?

+oo
Donc / [tf (t)|dt converge et X a une espérance.

— 00

1
Conclusion : | X a une espérance et F (X) = 3

+oo
4. (a) D’apres le théoréme de transfert, on étudie I’absolue convergence de / (t — 1) f (t) dt impropre en —oco et

en +oo. Puisque f est nulle sur | — 0o, 0[U[1, +-o0[ et t — (¢ — 1)2f(¢) est positive sur [0,1], on a

/+Oo‘(t1)2f(t)’dt_/l(t1)2f(t)dt_/1/2(t1)2f(t)dt+/1 (t— 1) f (t) dt.

—c0 0 0 1/2
Or / / 2 1/2
1/2 1/2
t—1) 1 1
t—D2f(t)dt = T gp= |zl ==
|a-troa= [ 3 =3
et
1 1 1 1 17!
4= = |2t =1 S
2 t+2t2)dt [2t n(t) 2tL/2

1 142 9101 1

/ (t—1)7°f(t)dt = / %dt:/ (
1/2 12 2 1/2

3

4

“+o0
Donc / (t —1)% f (t) dt converge absolument donc (X — 1) a une espérance et

— 0o

+oo

E((X—1)2) :/ (t—1)°f()dt=1—In(2).

— 00

Conclusion : | E ((X - 1)2) —1-1n(2).

(b) On remarque que X2 = (X — 1) +2X — 1. Donc X2 a une espérance et
E(X?)=E((X-17)+2E(X)-1=1-m@)+1-1=1-In(2).

Donc X a une variance et d’apres la formule de Koenig-Huygens,

V(X):E(Xz)—E(X)Q:Ifln(Q)—i:%flnz

3
Conclusion : | X a une variance et V (X) = 1 In2.
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5. On appelle variable indicatrice d’un événement A, la variable de Bernoulli qui vaut 1 si A est réalisé et 0 sinon.

On considére maintenant :

e la variable aléatoire Y, indicatrice de I’événement {X < 2]

e la variable aléatoire Z, indicatrice de I’événement {X > 2].

(a) OnaY =1quand Z=0etY =0quand Z=1.OnadoncY =1—Z.
Comme Y est fonction affine de Z, alors le coefficient de corrélation linéaire vaut 1 ou —1.
Et comme le coefficient directeur est négatif, alors

Conclusion : | p (Y, Z) = —1.

(b) D’autre part, le coefficient de corrélation linéaire est

cov (Y, 2)
o(Y)o(2)

p(Y,2) =
Comme p(Y,Z) = —1, on a cov (Y, Z) = —o (Y) o (Z). De plus, V (V) = (—1)> V (Z), alors
oc(Y)=0(Z)=+/V(Y) et donccov(Y,Z)=-V(Y).
Calculons la variance de Y.

onaP(Y—l)—P(X§;>—F<;)—;.CommeYt—>B(;>,ona

1
Conclusion : |cov (Y, Z) = -1

Exercice 34. Variables aléatoires discrétes et a densité [EM Lyon 2011]

Les deux parties sont indépendantes. Soit p € ]0,1[. On note ¢ =1 — p.

Partie I : Différence de deux variables aléatoires.

Soit n un entier naturel non nul. On considére n joueurs qui visent une cible. Chaque joueur effectue deux tirs. A
chaque tir, chaque joueur a la probabilité p d’atteindre la cible. Les tirs sont indépendants les uns des autres.

On définit. la variable aléatoire X égale au nombre de joueurs ayant atteint la cible au premier tir et la variable
aléatoire Z égale au nombre de joueurs ayant atteint la cible au moins une fois & issue des deux tirs.

1. X (qui ne s’intéresse qu’au premier essai) est le nombre de joueurs, parmi n, atteignant la cible au premier essai,
indépendamment les uns des autres et avec une méme probabilité p.

Conclusion : ’Donc X < B(n,p) et E(X)=mnp, V(X)=npq. ‘

2. Pour chaque joueur, la probabilité de ne pas atteindre la cible (E; pour échec au i°™ essai) est P (F; N Ey) =
P (E1) P (E;) = ¢° par indépendance.
Donc la probabilité de ’atteindre au moins une fois est P (E1 N Eg) =1 —¢? et comme précédemment,
Conclusion : | Z < B (n,1—¢?), E(Z) =n(1—-¢*) et V(Z) = ng* (1 — ¢*)
Onnote Y =7 — X.

3. Y est donc le nombre de joueurs atteignant au moins une fois la cible, mais pas la premiere fois :

C’est le nombre de ceux 'atteignant uniquement la seconde fois.
Pour chaque joueur, la probabilité en est P (Fy N S3) = P (E1) P (S2) = pg par indépendance.

Conclusion : ’Donc Y < B(n,pq). ‘

4.(a) X et Y ne sont pas indépendantes :
[X =n]N[Y = n] est impossible donc P ([X =n]N[Y =n])=0#P(X =n)P (Y =n)

(b) On cherche a calculer la covariance a ’aide de la formule

V(Z)=V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov (X,Y)
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Cov (X,Y) =

—_

= 5na(a(1=q) (1+9) —p(1—pa) = p)

1
§NQP(CI(1+Q)—1+W—1)

1

= gnap (¢+¢* =2+ (1-q)q) = —np’q

La covariance négative est cohérente : plus X est grand, plus Y risque d’étre petit.

Partie II : Variable aléatoire a densité conditionnée par une variable aléatoire discréte

Dans cette partie, on note U une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p.

1. Pour donner la loi, ne pas oublier de donner les valeurs possibles.

1
On a U (2) = N* et pour tout n € N*: P (U =n) =q¢" " 'p, E(U) = ’ et V(U) = ]%
On considere une variable aléatoire T telle que : Vn e N*, Vte[0;4o0o[, Puon (T >t)= e ",
2.(a) (U =n),y est un systeme complet d’événements, donc
—+o0
P(I'>t) =Y Pun (T >t)P U =n)
n=1
+oo
= Z e " q"p pour t € [0; +00]
n=1
P
~25 )
q n=1
P —t
S 1
qe ql—e*tq car ’e q‘ <
pe’
Conclusion : |Vt € [0;4+00[, P (T >1t)= [pip—
—qe

(b) La fonction de répartition de T" est donc donnée par :

t

pe”
Ft)=PT<t)=1——— t>0
O =P@<n=1- 2 o>
et comme F (fonction de répartition) est croissante et positive et que F (0) = 1 — 1o P — 0 alors F (t)=0

pour tout ¢ < 0.

(c) F est donc continue, en effet
e Sur |—00, 0], la fonction est nulle.
e Sur |0,+oo[car 1 —ge ' #0
e La fonction est continue en 0 car F'(t) =0 vy 0= F(0).
o

Donc la fonction de répartiton de T est continue sur R et C! sur R* et T est une variable aléatoire & densité.

Une densité f est continue au point ott F' est de classe C*.
—t
pe

—— ainsi
l—qet

Pour ¢t >0, F(t)=1—

—e (1 —qe ) —gete?

(1—qget)?

F'(t)y=—p
pe”t
(1—qet)?

On pose par exemple f(0) = 0, ainsi

Conclusion :| T est une variable aléatoire & densité et une densité est
—t
pe .
—— sit>0
f)=9 (1—get)?
0 sit<0
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3. On note Z =UT
(a) Vn e N*, Vz € [0, +o0],
Pwen) (Z>2) =Py (UT > 2) =Py (T > z/n) = e ™/" =72

(b) On utilise la formule des probabilités totales :

Vz>0, P(Z>2) ZP =n)Pr—p) (Z > 2)

=e? ZP(U =
n=1

=e “car (U=n),cy est un systeme complet d’événements

La fonction de répartition de Z est donc

ot 'on reconnait que ’ Z suit une loi &€ (1) ‘

(¢) ¥n e N*, Vz € [0;4o0],

PU=n,Z>z)=PU=n)Py=n(Z>2)
=P({U=n)e~?
=PU=n)P(Z>=%)

3.3 Estimation
Exercice 35. Intervalle de confiance [HEC 2008]

Pour m entier supérieur ou égal & m, on considére un m-échantillon (Y1,Ys,...,Y,,) de variables aléatoires indépendantes,
de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1, définies sur un espace probabilisé (2,.4,P). On pose ¢ =1 —p et

1 m
o

On cherche a estimer p.

1.(a) On a
(Yon) m;:l: (Y)=-""-=p
Donc le biais de Y,,, comme estimateur de p est
E (Ym) —p=0

Comme les Y; sont indépendantes, on a

V(Ym)ZV<;Lin>=12i :mp;l; ):p(lw;p)

Conclusion : | Son risque quadratique est W
(b) On a
\/7 Vo + \/7 Yoo —p| < \/E
Or

IP’(IYmPI Sﬁ) 1IP><|Ymp| >\/§>

Comme Y,,, admet une variance, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a

(171> 2) < LB
"

m
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Donc

1 1
Or p— p(1 — p) est maximale en p = B et vaut — en ce point donc

Conclusion :

(ol i e |

[5 — /5
—/—, Y+ ] est un intervalle de confiance de p au niveau de confiance 0.95
m m

2. Soit € un réel positif et € un réel strictement positif quelconque.

(a)

On a

Conclusion :

L’espérance est alors

or

[ﬁ—pks] _ ng_’_p] _ [m@ﬁZm@(e—f—p)] _ [emeﬁ > emf(pte)

P (Y.,

—p > E) —P <6m9ﬁ > 6m9(p+e)>

E(T) = Y kP(T

kET(Q)

= > kP(T=k)+ EP(T = k)

keT(Q):k<a kET(Q):k>a

Y kP(T=k = Y aP(T=k) =daP(T >a)

keT(Q):k>a keT(Q):k>a

et comme 7T prend des valeurs positives

Conclusion :

> EP(T=k) =0

keT(Q):k<a

P(T > a]) <

E(T)

pour a > 0

Soit g la fonction définie sur RT par :

g(z)=In(pe”+q)

De la question précédente, on en déduit

D’autre part, on a

P(Ym—pze) = Pz emito)
E( moY, )
W car 6m0(p+5) >0
e?n@Tm _ S Y. H eGYk

Comme les e?Y* sont indépendants (d’apres le lemme des coahtlons), on obtient

d’apres le théoreme de transfert, on a E (e

Finalement,

Conclusion :

(meym) HE eyk

o) = eOq+ €e’p = g+ €’p, ainsi

( moY, ) H E 9Yk q_|_e p) = emln(Q"reelﬂ) — ¢m9(0)

_ em9(0)
_ L m[g(0)—0(p+e)]
B (Yo —p2¢) S gy = o000

=€

P (¥, -

p> 5) < emla(0)—0(p+e)]
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(d) Sur R*, p e® + ¢ > 0 donc g est de classe C? sur RT comme composée de fonctions C?. Soit z > 0

1
/ ) = e’E
g (2) e
On calcule alors
wo oy €0 (pe” +q) —pe®e®  pge®
9" (z)=p — = —
(pe” +q) (pe® +q)
Puis
" e” (pe” + q) — 2pe”e”® e®q — pe’e” . q—pe’
9" (z) = pq 3 =pq + =pge’ ————
(pe* 4 q) (pe” + q) (pe” + q)
Comme ¢ s’annule en In (¢/p), on a
x 0 In(¢/p) +00
q — pe* + 0 -
g/// (x) ¥ 0 —
g" (x) S 1/4 N
avec . -
pq;, pq 1
9" (In(q/p)) = P = =

o~ =

Conclusion : | pour tout = de RT, ¢ (z) <

(e) On étudie la différence :

62
FO)=g0) -
f est C? sur RT. Pour 6 > 0,
0
10 = (0)~p— 2
Puis 1
1"0)=¢" ()~ <0
De plus, comme g’ (0) = ;2 = p alors f'(0) = 0 et f’ est décroissante sur donc pour 6 > 0

f(0) <0

Comme f(0) =g (0) =In(p+ ¢q) =0 et f décroissante, on obtient
2

Conclusion : | g (0) < 0p + 5
(f) Pour x > 0, on pose
2
h(x)= % —ex
h est dérivable sur RT et .
I’L, (I) = Z — &
T 0 4e +00
b (x) - +
h(z) [0 N\, —22 2 +o0

car

On met les inégalités bout a bout :

P (K —p> 5) < emla(0)—0(p+e)]

< em[0p+§92—0(p+5)] emh(é)

Cette inégalité est vraie pour tout # > 0, donc en particulier pour § = 4e pour lequel on a h(4e) = —2¢2.

Conclusion : | P (ﬁ —p> 5) < e—2me?
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