HEI MP Année scolaire 2010-2011

EXERCICES DE MATHEMATIQUES
(Filiére MP)

CHAPITRE 6: SUITES ET SERIES DANS UN ESPACE
VECTORIEL NORME

§1. LIMITES ET EQUIVALENTS :
1

1. Prouver I'existence de o €]0,+oo[ tel que: Vx €]0,0f 0<x?|tnx< T
, X

2. Prouver Pexistence de Be]0,+eo[ tel que :

- 1
a) ¥x e]B,+oo[ 0<x’e x'<—2;
X

b) Vx €]B,+oq ot
x2  xVx

3. Prouver I’existence de o €0,+oq tel que :

M>l; b) Vx e, - {0} l-cosx 3

a) Vx e]-a,af - {0} " > = 2

4. Etudier I’existence d’une limite réelle en +o0 pour la fonction F de R dans R telle que :
F(x) = J': e"tArc tan(tz) dt [on ne cherchera pas & calculer cette primitive].

5, Déterminer un équivalent en 0 [de la forme cx” , avec c et y réels] de la fonction f de R dans R telle que :

2 .02 ! e* x*
1— . o XX
a) f(x) = LmcosX) sin x b) f{x) = SmXZXcOSX of=lx 2
X fn(1+x) 1-cosx x €n(1+x)
1 1 1 1+x e 1 1
d) f(x)= -——; e) f(x)=—tn —1|; fx)=——-—- .
) £(x) sinx sh’x ) fx) x? (l—x) ) f(x) x2 x xshx
6. Déterminer un équivalent en +co [de la forme cx” , avec c et y réels] de la fonction f de R dans R telle
. xdn o b dedd (s b)) -2
que : ¢ 4 : r % An .
1Y 1 et 1y 1
a) f(x):e—(l+——) ; b) f(x):(cos—} -1; c) f(x)=(1+—) —~ex L’n(1+—).
. X X X X
A A . o

Zx R T A
7. Déterminer un équivalent en —;— [de la forme 9‘c (x —g) , avec c et y téelg] de la fonction fde R dansR

telle que : }_
tnsi "
a) f(x) = mez ; b) f(x)=1—(sinx)™*. .
(m—2x)
8.  Etudier la limite en 0 de la fonction f de R dans R telle que : .
1 At
e¥-e " -2x sin X Y1-cosx
a) f(x)=—7— ; b)f(x): — ;
x—sinx X
x—-Arcsinx L+x)*
) f(x) = 2Aresiny 8 £(x) =(—) .
sin” x 1-x

1



9. Etudier la limite en a de la fonction f de R dans R telle que :

x+x2 2x

_ tan(3x)
a) f(x):-e—-———e,a=l; b) f(x)=(tan%x) ,a=%; ¢} f(x)= N ,a=—,

n
cos| —x
(2 )

§2. SUITES DANS UN E.V.N

10. Soit (E, ) unevn, x€E et <R, . Montrer que B’(x, s) est un fermé de E (indication : si y est

+
adhérent a B’(x,s) , prouver que . Vre R: d(x, y) <E+r).

11. Soit (E," ”) une.v.n Soient aeE et AcCE.

4] 1]
a) Montrer que A est un ouvert inclus dans A. Si 0 est un ouvert inclus dans A, montrer que 0 — A .
=]

b) Soit € > 0, montrer que : B(a,e) <B'(a,£)

¢) Soit x tel que ”x - a" =¢ et soit r >0 ; montrer que B(x,r) n'est pas incluse dans B'(a,s) .
(On pourra utiliser y = x +
||x a||
d) Conclure.

12. Montrer que tout singleton d'un e.v.n E est un fermé de E.

13. Soit (E," ”) une.v.n, Soient a€E et AcE.

a) Montrer que X est un fermé contenant A. Si F est un fermé contenant A, montrer que X cF.
b) Soit € > 0, montrer que : B(a, s)cB'(a,s) .

c) Montrer que B(a,s)=B’(a,e) (pour x tel que d(a,x):s et re R:, on pourra utiliser

r r
=—.a+|1-— [x)
2g 2¢
14. Soit A une partie bornée non vide de R. Montrer que inf A et sup A sont des points adhérents a A.

15.0n rappelle que R™ est muni canoniquement de trois normes définies, pour tout X ={X;,....,X, ),
pp q q p 1 n

el =3 5 el =l

o verforaue: v <R* o], <l sl <l et I =va ..

respectivement par : ||x" =

b) Représenter sur un méme schéma les boules ouvertes de Rz, de centre O et de rayons 1 et 2,
correspondant & chacune de ces trois normes.

16. Soit (E,
et toute réunion (finie ou non) d'ouverts de E sont des ouverts.

) un e.v.n. Montrer que E et ¢ sont des ouverts de E, que toute intersection finie d'ouverts de E



17.Dans E = B ([0,1],R) muni de la norme " ”[01] ["f"[o]]: Sl[.lpllf (t)|] on considére la partie
' o tefo,

F=C ([0,1]R) etI'¢lément f,:[0,1]] >R

1
lsixe[o,—:|
X > 21 .

2six e J1/2,1]

1
Prouver que : d(fO,F)=if:£ d (fo,f)=5.

1 1y 3
(Indication : s'il existait ge F tel que ||f0 - g”{0 1 < . montrer que l'on aurait 4 la fois : g(;) < 3

1 3

18. Soit A une partie d'un e.v.n. E.
1}
a) Montrer que : ¥, A =¥:A .

b) En déduire que A est un fermé de E si et seulement si ¥ ; A est un ouvert.

¢) Quelles sont, pour les fermés de E, les analogues des propriétés des ouverts démontrées dans I'exercice
1.171 7

19. Soit A une partie d'un e.v.n E; on appelle fronti¢re de A 'ensemble
- 0 o
Fr(A)=A-A=An¥_A)

Montrer que Fr(A) est un fermé de E.
(On pourra montrer que Fr(A) = A~ ¥ A et utiliser I'exercice 1.173 c).
Déterminer Fr(A) si A est une boule ouverte, une boule fermée de E.

20. Soit (E," ”) un e.v.n.
a) Soit A une partie bornée non vide de E. Montrer que {d(x,y)/(x, y)e A2} admet une borne

supérieure.

On appelle diamétre de A le réel S(A) = sup d (x, y) .
(x.y)ea®

b) Soit B une boule (ouverte ou fermée) de rayon €. Montrer que B est une partie bornée de E, et que :
8(B) = 2¢.
E désignant la partie entiére.
Calculer N(ua) et N, (ua ) .

d)Net N_, sont-elles équivalentes ?
21. Montrer qu'une suite (un) d'un K-espace vectoriel E converge, au sens d'une norme || . " , vers au plus un
point £ de E.
22. Soit (un) une suite convergente d'un e.v.n. Eet £ sa limite.
a) Montrer que la suite (un) est bornée (indication : considérer les termes de la suite (un) qui
n'appartiennent pas a B(l, l) ).

b) Montrer que toute suite extraite de (un) converge et admet £ pour limite.



23, Soit (un) et (vn) deux suites convergentes dun e.v.n Eet £ =limu,, £' = lim v . Montrer, que pour tout

ek, lasuite (u, +Av,) est convergente et a pour limite £ +AL’ .

neN

24. Soient (ul’[l )nEN R (uZ’n )nEN yeen (up!n )nEN p suites de réels, (un )HEN la suite de RP de terme général

u, =(ul,n’u2,n""’up,n) et l=(€1,£2 ..... EP)GRP .

Montrer que la suite (un) converge et admet £ pour limite (relativement 4 l'une quelconque des

neN

normes de RP”) si et seulement si, pour tout i€ {l, 2,...,p} la suite (ui n) y converge vers £ dans
* ne
(R, )-

25. On munit E = R[X] de la norme || || qui 3 un polyndbme P= i a k associe ||P|| = i |ak|, et on
k=0 k=0

considére la suite ( Xn) . Montrer que de cette suite, on ne peut extraire de suite convergente
ne

(indication : calculer HXP - Xq” pour tout (p,q) ). La boule fermée de centre 0 et de rayon 1 de (E, " ")

est-elle compacte ?

26. Soit (un )neN une suite d'un e.v.n (E, || ”) .

a) Montrer que si (un) est convergente, alors (un) est de CAUCHY (indication : si £=limu,,

).

—l“+||£—un

remarquer que : jiu, o — Uy | Sjfu, g

b) On suppose que : Vne N, "un Y, || < 2% . Prouver que (url ) est de CAUCHY.

27. On considére E=C ([0, l], R) et (fn )n>1 la suite de E déterminée de la fagon suivante : soit Vn e N v , pour

te[o,zi] fn(t)=2nt, pour te[-l—,l] fn(t)=‘2nt+2, et pour tel:l,l} fn(t)=0. On
n n

2n n

munit E des normes " ||[ et ” ” . définies dans I'exercice 1.162 et l'exercice 1.163.

0]

Calculer "fn"[m] et "frl "1’ pourtout n e N . Les normes || “[0,1} et " "1 sont-elles équivalentes ?

28. Soit (un )BEN une suite de CAUCHY d'un e.v.n E.

a) Montrer que la suite (u ) est bornée.

n

b) Montrer que toute suite extraite de (un) est de CAUCHY.

¢) On suppose qu'il existe une suite extraite de (un) qui soit convergente. Montrer que la suite (un)

converge.

29. Sur E=C([0,1],R), on définit y, et y, par y; et y, par yl(f)= sup |f(x)| et

xe[O,l]
n(f)=[ &

a) Montrer que v, et y, sont des normes de E.

b) Soit la suite (f,)  deE définie par

f(x)|dx.

1
1-nx si xel0,—
n

w0 ouxe]l]

n

4



Calculer v, (fn), Yy (fn) et nl—ig—]on ¥ (fn).

(fn )n>o converge-t-elle au sens de y, ?

converge-
n>0 &

¢) Montrer que si (fn )n>0 converge vers fau sens de v,, alors Vx ]0, 1] f (x) =0. (fn)

t-¢lle au sens de ¥, ?
d) vy, et v, sont-elles équivalentes ?

30. Soit (E,” ") une.v.n et acE. Montrer que :

V(x, y) e E? |d(a, x) - d(a,y)! < d(x, y)

En déduire que 'application d(a, 0) :E—> R, estcontinue sur E.
x - d(a,x)

Qu'en est-il de I'application " " :E>R_?

31. (E, " ||) étant un e.v.n., on définit sur Ex E la norme : (x, y) —>”|(x,y)||| = "x” +||y" (voir exercice 1.176).
Montrer que les applications suivantes sont continues :

a)s: ExE—E
(x,y) > x+y

b) A:E—E ol A estdonné dans K.
X—>AX

¢)max: RxR - R et min: RxR >R
(x.y)—>max (x.y) (x.y)>min(x,y)
1
(indication : vérifier que, pour tout (x, y) eRxR max(x, y) == (x ry+ |x - yD ).
2

32. Soit E et F deux e.v.n, A une partiede Eet f: A — F une application.

a) Vérifier que fest continue en a € A si et seulement si :
ve>0 In>0 f(B(a,n)mA) c B(f(a),e)

b) En déduire que si f est continue en a, etsig: f (A) —>» G est continue en f{a), alors gof est continue

€n a.

33. Soit f: R > R vérifiant

- V(x,y)eRz,f(x+y)=f(x)+f(y) et f(xy):f(x)f(y)
- f=#0
-~ f est continue en 0

a) Calculer f (0) et f (1)

b) Montrer que Yne N, f(n):n puis que VBEQ, f(£)=£.
q 1/ q

¢) Montrer que f est continue sur R.

d) En déduire que f est l'application identique de R.



34. Soit f :[a,b] — R une application continue.
a) On suppose que : [a,B] c [a,b] et Vxe [a,ﬁ] f (x) > 0. Prouver l'existence de k R: tel que :
Vx e[a,ﬁ] f(x) zk.
b)On suppose que : f#0 e Vxe [a,b] f (x) = 0. Démontrer que : ff (t) dt >0 (indication : si
Xg € [a; b] est tel que f (xo) >0, déduire de la continuité de fen X, l'existence de [a,B] c [a,b]

telque: a<f et Vxe[a,B] f(x)>0).

§3. SUITES ET SERIES COMPLEXES :

35. Siu est une suite bornée et v une suite convergente vers 0, montrer que la suite (u,v,) converge vers 0.

i 1 1
= + ot X
"t Y242 Jn?+n

En déduire que u converge ; quelle est sa limite ?

36. Soit u la suite réelle déterminée par: VneN ", u
n_ o, <0

s T p—— =Upy = -
vn? +n vn? +1
37. Soit (un) une suite réelle croissante qui admet une suite extraite convergente. Etudier la nature de la suite

(ua)-

Etablir que : VneN "

38. Soit u une suite dont les suites extraites (u,,) et (u,,,;) convergent vers une méme limite (dans K).
Montrer que la suite u est convergente.

39. Etudier la convergence et déterminer la limite éventuelle de la suite de terme général :

n? +1 En(L)
n+1

1 n?
ayu, = (n+l)(en —~1] ; b) u, :(cosl) : 0 u, =
n sin—
n
’ n 1_1
1 ta.n[ I;H) (1+sinl) ~e 2
2 - n
d)un=(—7) e, e)u,=e" ch 1+n® ; fu,= 5 1_i;
(1+tan—) —-g n
n
1 1 1 n?
— —_ 14— L
o [ J S = P T ety i
n n

2
" Arct N
Du, = —l-tan(£+ il ) i K, = w .
J3 \6 6n+3 Arctan n

40, Etudier la suite des sommes partielles et la convergence de 1a série de terme général :
1

1 1
= b) up =£n 1-— | (n>2); = .
Y SO A R I L aasl)

2!‘]
X
41. Etudier la convergence et, le cas échéant, déterminer la somme de la série de terme général : u, =

n+l ’
X2 -1
. t 1 1
ol x est un réel tel que : |x[ #1 . {(On pourra remarquer que : -3 ) = ——] - l).
[ t—- |




A__/,l,.,l_ I A_+3 A Ll 4
Sy SRR RS TCE My " 3T 3N
2 A A L
. . B A A a3 o mh
42. Prouver la convergence et déterminer la somme dehla série de terme général :

n-2

1
a)u, = ; b) u, =———————— (on pourra déterminer trois réels o, et
) U nvn+1+(n+1)vVn ) n{n—1)(n+2) P P

o . 4n-3
Y telsque: ¥n eN -{0,1} un=—+E+L) L9, = (n>3) ; 1
n-1 n+2 n(n2 __4)
1 s~ 0
siny [_{—;\— i b‘(n-i) %(ML.)
n(n+1) . ‘ .
d)u, = 1 ] (on pourra exprimer, pour tout N € N , Up en fonctionde tan | —
- " et - 1 g ? X y \n
cos(n)cos(n_H) = S‘f‘j_bkn Dos g ¥ R }h;\ _ ‘/G“,Iﬂ
1ot
tan( ! ))_ i Ny
n+l

* n 1
43. Soit, pourtout n €N ', § = kzl I . En appliquant le théoréme des accroissements finis & la

®
fonction £n, montrer que : £n(n+ 1)~ £n(n) < —1-, pourtoutneN .
n

1
En déduire une minoration de S,,. Que peut-on en déduire pour la série [—] .
. n=1

n

* n 1
44. Soit, pourtout neN , §, = X k—p, ol p est un entier naturel donné, p 2 2.
k=i

1 1 1
Montrer que, pourtout n22: S, l+—+—+. . +—.
23 (n-1).n
. . 1
En déduire que la série {—p—] converge.
n

n-1

-1
45. On se propose d’établir que la série
n

est convergente et de calculer sa somme.
. 2 .3 n-1 -1
a) Calculer lasomme: 1-x+x° —x”+.+(-1} x"™, pour tout réel x.

111 (=)
En déduire ’égalité ; | ——+———+. . +—
2 3

n
= en(2)+ ()"} 22— ax.
n 1+x

n
b) Montrer, au moyen d’une majoration, que : lim j(l) dx =0.
Rt 1+x

En déduire la solution du probléme posé.

46. On considére, pour chaque (a, b, c) € R3 , la série de terme général :
u, =a fn(n)+b n{n+1)+c fn(n+2)

a) Montrer que, si:a+b+c # 0, alors la série [un] diverge grossiérement.
b) On suppose que : a + b+ ¢ = 0. Calculer Sy, pour tout n>I.

En déduire les triplets (a,b,c) pour lesquels la série [un] converge, et préciser sa somme dans ce cas.

BE

!g —3(4&%*:)

s 0

2 Al%)

a5 Ec)é
L % 3



47. Soit [an] une série de réels positifs, (Sn) la suite des sommes partielles de cette série,
et (un) la suite définiepar: Uy, =1 et,pourtout n €N : 2 v, ,; =u, +\/u§ +a,.
1
Montrer que la suite (un) est croissante et que, pourtoutn € N : v ,, Su, +-; a,.

En déduire que la série [an] et la suite (un) sont de méme nature (on pourra vérifier que, pour tout

neN : u,, Suw—% S, et S, s4(ui+1—uﬁ)).

. 2
48. On désigne par E I’ensemble des suites u = (un) de nombres complexes telles que la série [|un| ]

+©
converge. Pour une suite U = (un) de E, on pose : "u" =02

2
up|” -
Montrer que 1’on définit ainsi une norme sur E.
a” b"
49. Soit a et b deux €léments de R et les séries [un] et [vn] définies par : u, = — et v, = —» pour
n! n!

tout n € N. Quel est le terme général de la série produit de [un] par [vn] ?

1 1
50. Calculer le terme général de la série produit de par .
[(211)!] (2n+1)t

Vn+1-24n+1

51. Prouver la convergence et déterminer la somme de la série de terme général : u, = e

52. Une suite (dn) de Z est un développement décimal d’un réel x si, pour tout n e N '

dn E{O,l,...,9}, et si la série [dnlo—n] converge et a pour somme X :
sy —1N
X=n§0 d 10" =d;,dyd,....d, ...

Soit xeR et (dn) un développement décimal de x.
1°) On suppose que la suite (dn) est constante 4 partir d’un certain rang N :
Vnzn, d, =d, avec d e{O,l,...,9}.

a) Montrer que x est un rationnel.
b) Si d =9, montrer que x admet un autre développement décimal (d/,) que I’on précisera.

2°) On suppose qu’il existe p, € N tel que:
2
Vp2py djp =a et dy,, =b, avec(ab) e{o,,...,9}".

Montrer que x est rationnel.
3°) Quelles suites (d,) sont des développements décimaux de rationnels ?

()™

53. Soit Ia série de terme général u, = - .Justifier la convergence de cette série. Former le terme
n

général v, de la série-produit de [“n] par elle-méme.

Montrer que la série [vn] diverge. ( Indication : remarquer que I’application de R dans R,
2
. . n . :
déterminée par : X > x(n—x), admet un maximum de valeur R pour minorer ensuite ]Vn| ).

n (_l)k—l
54, Déterminer un entier n tel que : S == Z —

k=1

soit une valeur approchée de £n2 2 107 prés.



55. Etant donné x € R, étudier la nature de la série de terme général :

COSDX cosnx (-1)" sinnx

= N b 11:—’ n=
a) u, \/;1_ ) u (n+1)2 c)u "

56. Etant donné x € R, prouver la convergence et déterminer la somme des séries de terme général

. cos nx sin nx
respectif: u, =——0— et v, =—
2

n

o [
. On considére la série réelie [un]— inall
n+

Justifier sa convergence. On désigne alors par S sa somme, et par S, sa somme partielle d’ordre n.

p 1=(=1)" ¢*8 .
Montrer que : S, ; = Jo — 7 dt, pourtoutn € N".
1+t

dt
En déduire que : S = Ié T Achever le calcul de S.
1+t

58. Soit f une application de [0,1] dans R, continue, positive et croissante. On pose :
1=)3% f(e_t) dt et up = f(edn), pourtout neN.

Montrer que ’intégrale I et la série [un] sont de méme nature.
1 1 1
59. On considére la série de terme général : up = — (n2 1). Etablir que : 1 <Ry £—, pour tout
n n+ n

nz1l

k-1
s (-1
60. Pour quelles valeurs de o R lasuite (R,) ={ f ( k)“ J est-elle définie ?
k=n+1

Etudier alors la convergence de la série [Rn] .

t
1 F
61. B étant un réel donné, montrer que la série de terme général : u, = ——— (n 2 2) converge si et 2 (1,4(?"
n(fn n) R IV S %
1 f6r= - x| Wb 7 )
seulement si {3 > 1 (on pourra considérer la fonction f: X > ——B-) ?
x(en x) % 4 Ve
62. a) Soit f une application de [1,+[ dans R, continue, positive et décroissante, et pourtoutn €N : 7\( ~P
n
¢(n) = X f(k)~ [{' £(t) dt.Etablir la convergence de la suite {g(n)). B TR o [ (,—1-\{' )
k=1 (>
b) En déduire, pour tout k €]0,+%[ - {1}, 1a convergence de la suite (un) déterminée par :
1 1 11 J
Uy =+t A —— . Y 3P
n =l K (&)

1 1
c) Prouver la convergence de la suite de terme général : up, =1+ 5 +...+—~£n(n)
' n



63. Exemples de comparaison entre j

+ag
) f(t)dt et [f(n)] lorsque fn’est pas décroissante :

f(0)=0;

* 1 1
a) Soit f 'application de R, dans R telle que : VneN f(n)=1 et f(n ——2) = f(n+—2) =0;

f est affine par morceaux sur R .

Vérifier que la série diverge et que I’intégrale converge.

* 1 1
. L. vn eN fn)=0et fln—— |=fln+— |=1;
b) Soit f ’application de R, dans R telle que : 2n 2n
f est affine par morceaux sur R

Vérifier que la série converge et que I'intégrale diverge.

64. Etudier la nature de la série de terme général :

converge si et seulement si (a > l) ou (a =let B> 1) (voir exercice 2.53).

68. Etudier la convergence de la série de terme général :

y chn b Arc sin 20 ) En(n)e . 1 N p 1
a) up =—;b) u, = Arcsin———;c) up = nl+—1; Up =<np COS—4- |
"7 ch2n ! 4n+1 n n n 2"

n

69. Etudier la convergence de la série de terme général :

a) u, :}-—En(]+sin_l.); b) u, = l_sin [n(l +l)
n n n n

70. Etant donné a e]—l,+oo[ , étudier la nature de la série de terme général :
1 2n ) n 1 n 142
au,=|1+—| —[l4+——] n22; Dblu ={1+—] —e "
n+1 n+a n

71. Etant donné (a,b) eR?2, étudier la nature de la série de terme général :

1 1 .1
u, =n£n(l+—)+a cos—+bsin—.
n n n

n
72. On considere les séries [un] et [vn] définies par : u, = % et v, = = ; "

Montrer que U, ~ vy, que la séric [un] converge et que la série [vn] diverge.

10

Yu L b) u e Yu e du sin n
a = : = N (V] = M = .
n {n(n)’ " n?+sinn® n ’ T n?
65. Etant donné a € J0,+o0], étudier la nature de la série de terme général : "
o L+ < 1
u, = (onpciurradistinguerlescas:aSleta>1). N Lnaetd na
n+a e En-er g
¢ A, A S A v
66. Etant donné a €R, été]dier la nature de la série de terme général : " T; W
o _ dbn ’ ndlow X
pup =2 e | puy =20 ¢ <7
n 3 n h .
el {”{ JLUENRT I T -
S W ddo —m v A0 (e C"(
LG o(? = 3 ; 1
67. Etant donné (o,B) e R*, montrer que la série de terme général: U, = ———
' n®(¢nn)P



73. Etudier la nature des séries :
(1" n o |
a) u, =fn 14——|; b) u, =(-1)" {/n sin—.
n n

74. On considére la série de terme général : u, = Arc tan———— .
n“+n+l

a) Montrer que la série [un] converge.
b) Etant donné a e R, , vérifier que la fonction

g: xl—)Arcta.nx+Arctan(awx
1+ax

) est constante sur [0,+[.

c) En déduire la valeur de la somme de la série [u, ] .

75. Soit [un] une série convergente de réels positifs.

. u u
Montrer que les séries | et £ sont convergentes.
1+u, l-u,

a(a+1)--(a+n-1) .

76. Soit a e]O,+oo[ et la suite (u,) définie par: u, = =m
n*'n!

Up

nx1"

Etudier la série |:En( )i| et en déduire la nature de la suite (un)

Un-1
77. On considére une suite (u,) déterminée par son premier terme Ug > 0, et la relation de récurrence :

1
1+u%l. Onpose: v, =—, pourtout neN.
Uy

a) Montrer que : U~ /1, et que la série [Vn] diverge.

Up+1 =

b) En justifiant pour tout n € N, les inégalités : j(I)H'l S SVg+ V| +.FVy £ L + _c_l_x_,
\}ug+x Uy 1'11%4—)(
montrer que : Vg + Vit 4V, 24n.
n—+o
. n! >1
78. Soit: up = Mo et vy = én(um_l) Zn(un ), pour tout nn = 1,

1) a) Etablir la convergence de la série [Vn].

b) En déduire que la suite ( un) converge vers un réel strictement positif C.

I
2) Onpose,pourtout neN: I, = j?z sin®x dx et: w, =-204L
2n

a) En étudiant la suite (In ) , prouver que (Wn) converge vers 1.
b) Trouver un équivalent de W,, en fonction de C (on powrra remarquer que : n! ~ Coe"vn ).
¢) En déduire le calcul de C, et obtenir la formule de STIRLING : n!~ n" e¢™ y2mn .

79.1°) Soit (un )neN » une suite réelle convergente, de limite £ .
U +Usr+...4+U0
On considére la suite (vn) N* définie par : vy = 2727 et on se
ne n
propose d’établir que la suite (vn)neN * a aussi pour limite £ .

On donne, pour cela, les indications suivantes :
n

* 1
Remarquer que, pourtout n =N , £ —v, =— Z(E —uy).
n
k=1

. * . £
Soient >0 et N eN tels que pour tout n = N on ait :|E—unl<—2—.

11



1 N 1 n
Poser pour tout nZN:Ul(n)=—k§:lll—uk| et cz(n)=—k %H lt’—ukl.
n K= nk=

; en déduire qu’il existe un entier

N
>N: - -
a) Montrer que pour tout n>=N: lcl(n)|S n 12Kn 'l "k

naturel N tel que pour tout n > N’ : lcl(n)l < g

€
b) Montrer par ailleurs que, pourtout n2N: l°2 (n)l < E , et conclure.

2°) On considére une suite (an) définie par : aj € R: et ap, ) = Zn(l +an) ,pourtout neN .

Montrer que la suite (an) converge vers 0.

1 1

ap4+1 3y

3°) Soit (b, ) la suite définie par : by, =

1
a) Montrer que la suite (bn) converge vers 5

2
b) En déduire, au moyen du résultat du 1°), que : ap, ~—~ —.

n—>+oo N

Quelle est la nature de la série [an] ?

80.1°) On pose, pour tout n €N @ a, =(n+1) n(n+1)—n—~£n(n!), etpourtout n>1:
u, =a, —a,_1.

a) Déterminer le développement fimité de W,, a ’ordre 3 au voisinage de I'infini.

b) En déduire la nature de ia série [un] puis, en considérant la suite des sommes partielles de

n=1’
cette série, montrer que la suite (an )n oN st divergente.
2°) Etant donné & € R, on pose, pourtout neN : b, =a, +a én (n + 1), et, pour tout
n2l:v,=b, -b ;.

a) Déterminer le réel a pour lequel la série [Vn] est convergente, et les réels C et D tels que

nz1

C D 1 1 1
I’on puisse écrire, toutentier K=1:vy = = 4 — 4 — - i ~l=0
puisse écrire, pour tout entier Vi I so[k) avec lim ao(k)

b) On suppose désormais que la série [Vn] converge, et on pose pourtout n N :

b3 P
= v et R = —.
Pn k=n+1 k L Ve k2

Dire pourquoi I’on a, pour n suffisamment grand, et pour tout k >n+1:

En déduire que I’on peut écrire, pour tout n e N :

1 {1 ) 1
pn=C R, +;sl(;J, avec nli'?wsl(;)‘o

( Indication : majorer | n (pn -C Rn)] ).

3°)a) Montrer que la suite (bn )n eN converge.

On note b la limite de la suite (by, ).

12



1 1 1 1 1
b) Vérifier que, pour tout entierk 2 2, 0na: -~ ——<—5y <——-—,
k k+1 k" k-1 k

En déduire que 1’on peut écrire, pour tout entier n =1 :

1 1 1 1
Ry=—+— &| — Ii ~|=o0.
n Il+n ez(n), avec lim az(n)

¢) Conclure que I’on peut écrire, pour tout entier n > 1 :

c 1 1 . 1
b,=b-—+— g/ — |, avec lime|—|=0.
n n n UndacN U

4°)Onpose: 1 =e_b, et,pourtout neN : A = e b,

a) Calculer A, en fonction de n. En déduire alors [, en utilisant la formule de STIRLING (voir

exercice 2.70).
b) Ecrire le développement limité a ’ordre 1 de A, au voisinage de I’infini.

5°) Application : Etant donné § €R, étudier la nature de la série [wﬂ]n>] définie par :

ey B
=(n-1)1|2} -—=.
m=e-01(2) -
81. Etudier la nature de la série de terme général :

) n! b 2% nt ) 258...(3n-1)
a) Uy =——; U, =——; C) Up =—8.
1 a0 1o gt " 159..(4n-3)

82. Etudier la nature de la série de terme général :
n n 135.(2n+1)
a) u, =(-1)" P b uy =(-1) ———~=

258...(3n-1)

2.3
. . l+n+n" +n
83. On considére la série de terme général : up = — -
n!
a) Montrer que [“n] converge.
b) Déterminer quatre réels o,f,y et & tels que, pourtout neN :
1+n+n®+n® =a+Bn+ym(n—1)+8n(n-1)(n-2).
En déduire la somme de la série [un ]
2n 2n

z z
84. Soit z e C et les séries [u, | et |v, | définiespar: uy =——— et vy =—"T.
[ n] [ Il] n 22n(2n)' n (211)'

a) Montrer que les séries [“n] et [Vn] convergent.

b) On note S et T les sommes respectives de [un] et [Vn]. Prouver que : 2 52 =T+1

85. Etant donné a € C, on considére la série de terme général : up =n al.

Trouver une condition nécessaire et suffisante (portant sur a) pour que la série [un] converge, et

dans ce cas, calculer la somme S de cette série {on pourra exprimer aS en fonction de S et de la
somme d’une autre série).
86. Etudier la convergence de la série de terme général :

(n-2)! n sinn 1
a) u, = ; by uy =(-1) —=—; DUy =—"75
T (n+ ) n =) nvn " hcos® n
n’ cos 2n
d) ug =(cos —) ; ) u, = B u, —C_Jﬁ ;
n n ¢n(n)

13



Jn(n-1) n+l 1+tan;
gup=—5 " h) up, = Argch i i) up=1In ;
n +2\/;—3Znn n "
—tan
n
0 1) ! 0 1 n ) 1
Dug=e-{1+—|; up =—sin——; Uy = ——
" n n n  «2n n 1.4%
n

m) up, = (-1)" tanl; n) ug =3 (3 vzn -2 -1
n

2 in2 1 2004
o) up = n(zlfn —1)—ln(l+L); pP)up = [l—cos——)(ln n) ;

Q)“n’(zn+1)!, r) un=(—1) n nsin—;
S)ll _ﬂ- t) _n5+l
T onet ooy

87. Etudier suivant les valeurs du réel a, la nature de la série du terme général :

n
n
AUy =——>-—; Bu,=—; ¢) Uy =cos a>0);
RS P M 142440 1 2n? +an+1i (a>0)
3
an2 a " a”
d)u, =¢ I-—1 3 e) uy =——.
n 2-sinn
88. Etudier, suivant les valeurs des réels a et b, 1a nature de la série de terme général :
2 n \/;
2
a) un=Ennz+—Em+1 ;o b) un=a—(a>0,b>0);
n“+bn+l gJﬁ +ph"
n2 +an+b b
¢) up =sin| ————x | ; d) u, =n+avl+n? +-2.
n n

89. Soit [un] une série de complexes telle que, quand n — +o0 , n1}|un| admet une limite £ e R, v {+00}.
Montrer que : e si £ <1, alors la série [“n] converge absolument ;

e si £>1, alors la série [un] diverge (régle de CAUCHY).

90. Utiliser la régle de CAUCHY (voir exercice 89) pour étudier la nature de la série de terme général :

n 2 n2
-1 2 ~5n+1
a)u, = (-—{l—-) i bluy = Mg (a ER); c) up = 112—11
2n+1 n —-4n+2
n+3 nfnn n+a n2
d) un=ane_ﬁ(a>0);e) un=( J ; f)un=( ) (a>0,b>0).
2n+1 n+b

91. Soit [un] une série convergente de réels positifs.

u
a) Montrer que tout réef o > 1, la série l:—an:| converge.
n

a 20

2
+ 4u 1 1 1
b) Montrer que pourtout n e N : n . ;[un +—) .(on pourra considérer : (\/un ‘T) ).
n n

14



Jon

o
n

1
En déduire que la série [ :| converge pour tout o >—.
2

Ju
L :l diverge.

1 :
¢) Dans le cas ob o. = —, donner un exemple de série [“n] convergente et telle que l: 1/—
2 n

1 1

. A.".. An
1+A 1+— I+—

n
1°) Montrer que si A <1, la série [“n] diverge. On suppose désormais que: A > 1.

*
92, Etant donné A eR, onpose, pourtout n21: uy =

2°) On pose, pour tout n21: up = nAun, wp = Zn(u'n) et Vp =W, |~ Wp-
a) Montrer que la série [vn] converge.
b) Montrer alors que la suite (u'n) converge et a pour limite un réel strictement positif.

¢) En déduire la nature de la série [un ]

93. Soit (an )nZO une suite de réels positifs telle que la suite (nan) converge, et soit B = nllgw nap.

On considére une série [un] o>] telle que, pour tout n > 1:
u
1+a,

1°) Montrer que si: B > 1, la série [un] converge (indication : montrer que, pour n suffisamment

Up+1 =

B+1
grand : ap, >——, et utiliser le résultat de ’exercice 92).
2n

2°) Montrer quesi: B<1, ousi:B=1 avec nay <1  partir d’un certain rang, alors la série
[un] diverge.
3°) Application : Etant donné x R, étudier la série [uﬂ]n>1 de terme général :

13..(20-1) oq
— X .
24...-2n

Up =

94. Soit [an] une série réelle vérifiant : i) Pourtout neN,ay 20
iiag >0
iii) La série [an] est divergente.

Pour tout n € N, onnote A, la somme partielle d’ordre n de cette série, et on considére :

b, =2
All
1°) a) Montrer que pour tout h € N *i0s b, <L
* n a
b)Soit neN ,c, = ln(l-bn) et Cpy =k2_] ¢ Etablir que : Cpy YLy
= n

¢) Quelle est 1a nature de la série [Cn] ?

O . 3 —_ H H 3
2°) On suppose que : n_l_)m_‘l_Oo by = 0. Déduire de ce qui précéde la nature de la série [bn].

3°) Peut-on conclure sur la nature de la série [bn] A partir des seules hypothéses 1), ii), 1ii) ?

15



n
1
95. Soit, pour tout n € N*, S, =Z —.
k=1 K
. 1 . .1
a) Montrer que, pourtout n &€ N | Son =85, 2 5 . Que peut-on en déduire pour la série | — , appelée
n21

n
série harmonique ?

b)En appliquant le théoréme des accroissements finis a4 la fonction £r, montrer que
1
ln(n+1)—£(n)s—,pourtout neN".
n

En déduire une minoration de S, et retrouver le résultat précédent.

o(n)

2
n

96. Soit ¢ une bijection de N " sur lui-méme. Montrer que la série I: :I est divergente (Indication :
nz1

minorer S,, —8,).

97. On considére une suite (un) de vecteurs de R’ , muni de la norme euclidienne, et on suppose que cette

1
suite est bornée. Etudier la convergence de la série ,:—' u, :| . Le cas échéant, majorer la norme de la
n!

somme.

—_—

98.. Soit ® et v deux vecteurs de R3 , muni de la norme euclidienne, et la suite ( vn) déterminée par son

—

- —e

premier terme v, = v et larelation de récurrence : v, =0 AV, .
o | 1
a) Montrer que la série | — v,, | converge.
n!

b) Soit U la somme de cette série. Préciser la nature de l'application: v——>U.

99. K désigne indifféremment R ou C. Soit " || une norme sur KP, et soit une norme sur l\@ (K) , encore notée

" . “ , qui est une norme matricielle subordormée a la norme sur KP, c'est-a-dire déterminée par :

MX|
e - s P,

On sait qu'elle vérifie, pour tous éléments M et N.de M (K), ||MN“ < "M“ “N" .
Soit A e M (K) , telle que "A" <1.

a) Montrer que la série [A"] est normalement convergente dans l'espace vectoriel ( Nl; (K) , ” ||) .

+00
b) Soit § = Z A" . Montrer que I, — A estinversible, et a pour inverse S.
n=0

16



2
100. On désigne par E l'ensemble des suites u =(un) de nombres complexes telles que la série [|un| :I

converge. Pour une suite u = (un) de E, on pose :

+® 5
= \/Z o]
n=0

a) Montrer que l'on définit ainsi une norme sur E.
b) A chaque suite u= (un) de E, on associe la suite v= (vn) déterminée par : vy =0 ;
vneN v, =u,_;.Montrer que veE. Soit f I'application de E dans lui-méme qui a u associe v.

f (u)” = ”u" ), mais n'est pas surjective.

Montrer que f est isométrique {pour tout u € E,l

c) Montrer que (E,| ||) est complet,

d) Soit F l'ensemble des suites dont les termes sont tous nuls a partir d'un certain rang. Montrer que E est
I'adhérence de F. F est-il complet ?

101, Critére de condensation de Cauchy

Soit (un) une suite décroissante de réels positifs. On se propose d'établir que les séries [un] et

|:2" Upn :I s Ont méme nature.
n2d

a) Montrer que pour tout ke N,

k k
2 u2k+1 Sl.lzk +u2k+l +...+u2k+,_1 <2 “2“ .

b) On désigne par S, et T les sommes particlles de rang n des séries [un] et [2" uzn] . Déduire, de ce

1
qui précede, que pourtout n e N : > (’I‘n - “1) <S8, =T,.

Conclure.

ol o et B appartiennent & R: .

i 1
c) Application : u, =— et v, = -
n n[ln (n):l

Retrouver la condition de convergence de la série [u " ] .

A quelle condition [vn] converge-t-elle ?

102. Onnote M le R-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n 4 coefficients réels.
Si A= (aij )lJ on pose ||A“ = S:.ljp n laij| .

a) Montrer que " " définit sur M une norme telle que AB] < ||A|| ”BH

n

A A
b) Montrer que la série de somme partielle I+ — + — +...+ — converge absolument.
1 2! n!

A
Onnote e sa somme,

¢) Vérifier les propriétés :
1) A est valeur propre de A si et seulement si et est valeur propre de e

-1
2) e® est inversible et (eA) =eA,

3)Si AB = BA, alors e*.¢® =P =P e?.

17



103. Soit (an) une suite réelle, de limite 0.

nzl

; . | @, sinn
Que peut-on dire de la nature de la série ?
n

104, Soit [un] une série convergente de termes complexes.

u
Montrer que la série [—"] converge.
N n21

]
105. Etudier suivant les valeurs de o« >0 et pour 6e R -2nZ la convergence des séries |: oo ? ] et

o
sinn®
Ila ’
(—1)n ncosn

n
106. Soit la série de terme général u, = 77 .
nvn +sinn

a) Prouver que : u, = (—1)rl cosn +% s(n) avec £{(n) =0 .
\/;1_ n —>+00

1
b) Montrer que : [W € (n)} est convergente.
n
¢) En déduire que [un ] est convergente.

107. Déterminer la nature de la série de terme général :

- 2nn

_ (& cos —
a} ( ) b) |:1 sin (4]]6_ 3 n):| c) 3

n n
L neN

0

d) J—] (on pourra regrouper les termes par 4 pour le a), par 3 pour le b) et ¢) et d)).
n

108. Soit la série définie a partir de la suite

1 11 1 1 1111 1 1 1
3 ’212: 2) 2!3;3’3) 3) 3! 3!"'

Vérifier que (un) converge vers 0, que [un] diverge et qu'un regroupement de termes donne une série

convergente,

()

neN

109. La série

converge et a pour somme ln(2) .

.

On considére alors la série [Vn] obtenue 2 partir de la série précédente en changeant l'ordre des termes :

ot 11t 11 1. 1 L
T 27 473 6 8’57 107 127 T2n+1’ 2(2n+1) 2(2n+2)

En regroupant les termes 3 par 3, établir la convergence de cette série.
Quelle est sa somme ?

18
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110.. A partir de la série convergente \/_ , on forme une série [un] en changeant l'ordre des termes :
n

1 1 1 1 1 1
] 3 » 7; ] s s " ’ 7; LEEL
Montrer que [un] diverge.
1
111. A partir de la série harmonique l:—:| , on forme une nouvelle série dont on demande la nature.
LS PR

a) On change le signe de 2 termes consécutifs en gardant le signe des 2 précédents

1 1
e T

[T

1

4 »

b) On supprime le premier terme, en gardant le second, puis on supprime deux termes 4 la suite en gardant
le suivant, puis on supprime 3 termes 2 la suite en gardant le suivant ...

SIS ASEN

¢) On écrit les trois termes consécutifs de dénominateur impair suivi d'un terme négatif de dénominateur
pair :

1
112. On se propose d'étudier la nature de la série [vn ]n déduite de la série harmonique |:,.] en omettant tous les
n

termes tels que dans l'écriture décimale de n figure le nombre 5.

1 1111 1 1
7273746 147 16
) 1 1 1 1
a) Dénombrer les ensembles de termes : compris entre 1 et —, entre — et -— entre — et — ...
9 10 99 100 999
. 1 1 1 1
b) Majorer les sommes I+—+—+...+— ; — +...+— ...
2 4 9 10 999

d) Conclure quant a la nature de la série [vn ]n .

@)

113. . Soit Ia série de terme général u, =——=——,n22.
n +(—1)

a) Est-elle une série alternée ?

b) Effectuer un regroupement de termes par 2 en posant : v, = U,, +U,, ., . Conclure quant 4 la

convergence de [vn] puis de [un ] .

19



E aoncen ()A B)Ic,la ols d'ﬁemLu\- P QA AI"‘W\M

Do B mabons b bdic ()= [e-ny]

e - A -
LraanY cen \»\4 J?A- Stde Z'r,(m)(“n)‘k;{_-m} W

L I

A)  Ewnencen A vfu“hém A les ¥aieo .yfomi."’/dﬁm‘w/‘»as dioenlre ﬂ_g_

2) ')onw -Q.\- V\AS‘MM— ckL ‘QA fers e [:_‘i_'f:] :‘L’An‘l

3 A - . “_ -A ’.“y\
2/ Dranea Xa reYna du ‘QA RAA L [u,} -LM"M/)J @1\7]

‘L)} Sev b wue [M,,:\: ,[/f: t‘A.ﬁ'n(Tt} dt]
Cloden s somma ( prn cedas dikamien  Soay | e

N . . , 'S
Lom soldvin A ?:mc'nm ?5(4:}2 S/‘.l‘_’l:_

©



