COLLE 10

Cours:
1) Enoncer le théoreme de Bolzano Weierstrass.
2) Démontrer que toute suite croissante majorée converge.

EXERCICE 1 - Vrai/Faux

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.
Lorsqu’elles sont vraies, les démontrer. Lorsqu’elles sont fausses, donner un contre-exemple.

1. Si (u,) n’est pas majorée, alors (uy) tend vers +oo.

2. Si (uy) est positive et tend vers 0, alors (uy,) est décroissante & partir d’un certain rang.

EXERCICE 2

Soit (uy) la suite définie par : ug =1 et upy1 = uy + ﬁ
1. Montrer que pour tout n, u, > 1.

2. Montrer que (u,,) est croissante.

3. Montrer que (u,) ne peut pas étre majorée.

4. Prouver que (u,) diverge vers +oc.

EXERCICE 3 - Comparaison logarithmique

Soient (uy,) et (v,) deux suites de réels strictement positifs, tels que, pour tout n > 0, on a

Un+1 < Un+1

Unp, Un

1. On suppose que (v,) converge vers 0. Montrer que (u,) converge aussi vers 0.

2. On suppose que (uy,) tend vers +o0o. Quelle est la nature de (vy,)?



COLLE 10

Cours:
1) Donner la définition d’une suite extraite.

2) Démontrer la convergence de deux suites adjacentes.

EXERCICE 1 - Vrai/Faux

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles.

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.
Lorsqu’elles sont vraies, les démontrer. Lorsqu’elles sont fausses, donner un contre-exemple.

1. Si (up) et (vy,) divergent, alors (u, + v,) diverge.
2. Si (uy) et (vy) divergent, alors (u, X vy,) diverge.
EXERCICE 2

Soient ug et vy deux réels tels que ug < vg. On considere les suites (uy,) et (v,) telles que :

_ Un—1 + Un—1 X _ Un—1 + 2051
=TT =Ty

1. Démontrer que pour tout n € N*, v, > u,,.
2. Prouver que (uy,) est monotone croissante et (v,) monotone décroissante.

3. Prouver que (uy) et (v,) converge vers la méme limite.

EXERCICE 3

Soit (uy,) la suite définie par :

ug=0et upy1 =vn+1+u,

1. Montrer que v/n < u, < v2n

Un

est bornée.

t

2. En déduire que la suite (
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—

3. Déterminer la limite de <—”



COLLE 10

Cours:
1) Donner la définition d’une suite convergente avec des quantificateurs.
2) Démontrer 'unicité de la limite.

EXERCICE 1 - Vrai/Faux

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.
Lorsqu’elles sont vraies, les démontrer. Lorsqu’elles sont fausses, donner un contre-exemple.

1. Si (uy) converge et (v,) diverge, alors (u, + v,) diverge.

2. Si (uy) converge et (vy,) diverge, alors (u, X v,) diverge.

EXERCICE 2

Déterminer la limite de la suite suivante :

EXERCICE 3

Soient ug et vy deux réels tels que 0 < vy < ug. On définit les suites (u,) et (v,) par:

" Up +Vp y 2UpUn,
1 = 1 =
n-+ 2 ) n—+ U, n Un

1. Démontrer que : Vn € N*, u,, > v,.

2. Démontrer que (uy,) est décroissante et (v, ) est croissante.

3. Montrer que (u,) et (v,) convergent vers la méme limite.



EXERCICE 1 - Vrai/Faux

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.
Lorsqu’elles sont vraies, les démontrer. Lorsqu’elles sont fausses, donner un contre-exemple.

1. Si (up) et (vy,) divergent, alors (u, + v,) diverge.

2. Si
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uyp) et (vy,) divergent, alors (u, X v,) diverge.
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i (uy) converge et (v,) diverge, alors (u, + v,) diverge.
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i (up) converge et (v,) diverge, alors (u, X v,) diverge.
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w0

i (up) n’est pas majorée, alors (u,) tend vers +oc.

6. Si (uy,) est positive et tend vers 0, alors (u,) est décroissante a partir d’un certain rang.

EXERCICE 2 - Suite convergente a valeurs dans Z

Soit (u,) une suite a valeurs dans Z, convergente. Montrer, en utilisant la définition, que (u,) est
stationnaire.

EXERCICE 3 - Nature

Etudier la nature des suites suivantes, et déterminer leur limite éventuelle :

sin(n) + 3 cos (n?) 2n 4+ (=1)"
bt = Ve 2t = S
3. uy, = n”+on 4. up=vV2n+1—+v2n—-1

4n? + sin(n) + In(n)
5. u, = 3"e 3",

EXERCICE 4 - Nature

Etudier la nature des suites suivantes, et déterminer leur limite éventuelle :

1. unzln(2n2_n)_1n(3n+1) 2. un:\/n2+n+1_\/n2_n+1

no_ pn 1 n
3. un:ai, a,b €]0, +oo[ 4. un:M
a™ + bn n
In(1+ /n)
5. Uy = ——=.
In(1 4 n?)

EXERCICE 5 - Nature

Etudier la nature des suites suivantes, et déterminer leur limite éventuelle :

2, = V'In(l+n+ ")

3. u, :\/ﬁln<\/ﬁ+1>

EXERCICE 6 - Radicaux itérés

SOitun:\/n+\/n—1—|—\/---—|—ﬁ,

1. Ecrire une formule de récurrence liant u,_1 et u,.

2. Montrer que la suite (“—\/%) est bornée.



3. Déterminer sa limite.

EXERCICE 7 - Somme télescopique

1. Déterminer deux réels a et b tels que
1 a b

/<;2—1_l<:—1+k+1'

2. En déduire la limite de la suite .
1
Un = Z k2 _—1°
k=2
3. Sur le méme modele, déterminer la limite de la suite
= 1
U”:kz_ok2+3k+2'

EXERCICE 8

Soit (uy,) la suite définie par : ug =1 et u,, = up—1 + ﬁ
1. Montrer que pour tout n, u, > 1.
2. Montrer que (u,,) est croissante.

3. Prouver que (u,) diverge vers +oc.

EXERCICE 9

Soient ug et vy deux réels tels que ug < vg. On considere les suites (uy,) et (v,) telles que :
e — Up—1 + VUn—1 Ly — Up—1 + 2051
n 2 bl n 3
1. Démontrer que pour tout n € N*, v, > u,,.

2. Prouver que (uy,) est monotone croissante et (v,) monotone décroissante.
3. Prouver que (uy) et v,) converge vers la méme limite.
4

. Interpréter géométriquement le résultat.

EXERCICE 10

Soient wug et vy deux réels tels que 0 < vg < ug. On définit les suites (uy,) et (v,,) par:

Uy, + Up, 2UpUp,

Un4+1 =

Unp+1 = 5 _—
" 2 ’ Uy, + Un

1. Démontrer par récurrence que :

(a) Vn € N*, 0 < upvp,.

(b) (uy) est croissante et (vy,) est décroissante.

2. Montrer que (uy,) et (vy) convergent vers la méme limite.

EXERCICE 11 - Fonction croissante - sans indication

Etudier les suites récurrentes suivantes :
1.

Unp

1. ug >0 et upy1 =up +

2. ug =1 et upy1 = /1 + uy. Que se passe-t-il si on choisit ug = 27



