
COLLE 29

Exercice 1

1. Soit n ≥ 4 et a, b, c, d ∈ {1, . . . n} tous distincts. Que vaut (a b) ◦ (c d) ◦ (d a)?

2. Que dire d’une permutation de Sn possédant au moins n− 1 points fixes.

3. Une permutation s 6= Id telle que s2 = Id est-elle nécessairement une transposition?

4. Énumérer tous les éléments de S4.

Exercice 2

Pour les permutations σ suivantes, décomposer σ en produits de cycles disjoints, en produit de
transpositions, calculer l’ordre de σ, la signature de σ, calculer σ100 :

σ1 =

(

1 2 3 4 5 6
3 5 4 6 2 1

)

et σ2 =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 6 9 7 2 5 8 1 3

)

.

Exercice 3

Soit σ =

(

1 2 3 4 5 6 7
3 5 6 7 1 2 4

)

.

1. Décomposer σ en produit de cycles à supports disjoints.

2. Donner la signature de σ.

3. Décomposer σ en produit de transpositions.

4. Calculer σ2001.

Exercice 4

1. Calculer le déterminant suivant :
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1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1
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2. Soit E un R-espace vectoriel et f ∈ L(E) tel que f2 = −IdE . Que dire de la dimension de E?

Exercice 5

Montrer que D =
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1 + a a a

b 1 + b b

c c 1 + c
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= 1 + a+ b+ c sans le développer.

Exercice 6

Soit ∆n le déterminant de taille n suivant :

∆n =
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3 1 0 . . . 0

2 3 1
. . .

...

0 2 3
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

0 . . . 0 2 3
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1. Démontrer que, pour tout n ≥ 1, on a ∆n+2 = 3∆n+1 − 2∆n.

2. En déduire la valeur de ∆n pour tout n ≥ 1.

Exercice 7

Soit n ≥ 2 et α1, . . . , αn n nombres complexes distincts. On se propose de calculer le déterminant
suivant :

V (α1, . . . , αn) =
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1 1 . . . . . . 1
α1 α2 . . . . . . αn

α2
1 α2

2 . . . . . . α2
n

...
...

...

αn−1
1 αn−1

2 . . . . . . αn−1
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

1. Calculer V (α1, α2) et V (α1, α2, α3). On les donnera sous forme factorisée.

2. Démontrer que V (α1, . . . , αn−1, x) est une fonction polynômiale de x dont on précisera le degré.

3. En déduire que V (α1, . . . , αn−1, x) = V (α1, . . . , αn−1)
∏n−1

i=1 (x− αi).

4. En déduire l’expression générale de V (α1, . . . , αn).

Exercice 8

Soit u ∈ L(Rn[X]). Calculer det(u) dans chacun des cas suivants :

1. u(P ) = P + P ′;

2. u(P ) = P (X + 1)− P (X);

3. u(P ) = XP ′ + P (1).

Exercice 9

Soient a1, . . . , an des nombres complexes, ω = e2iπ/n, et A et M les matrices suivantes :

A =











a1 a2 a3 . . . an
an a1 a2 . . . an−1
...

...
...

...
...

a2 a3 . . . . . . a1











,

M =











1 1 . . . . . . 1
1 ω ω2 . . . ωn−1

...
...

...
...

1 ωn−1 ω2(n−1) . . . ω(n−1)(n−1)











.

Calculer det(AM) et en déduire det(A).
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