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Chapitre 1

Quelques notions de mathématiques

1.1 L’art de la démonstration

1.1.1 Qu’est-ce qu’une démonstration

La "brique” de la démonstration est I'implication. Une démonstration est constituée d’un ensemble de ces briques.
On dit qu’une propriété est démontrée quand on est capable de juxtaposer de telles ”briques” pour arriver a
démontrer la propriété. Pour démontrer que A = B, on va utiliser une chaine d’implications A = C1, C1 = Cs,. ..,
C,, = B. Chacune de ces implications étant un résultat ”"connu” : On entend par la, théoréeme connu ou résultat
évident (attention : qui ’est vraiment!!). Ces implications étant vraies, on a alors A = B.

Exemple: Montrons que I’équation 22+ 1 = 0 n’admet pas de solution réelle. Ceci signifie que I'on doit démontrer
que :
VeeR, z2+1+#0.

Soit x € R.
Donc z2 > 0.
Donc z2 +1 > 1.
Donc 2% +1 # 0.

1.1.2 Différentes techniques de démonstration

Il existe différentes techniques de démonstration pour démontrer I'implication A = B :

La démonstration directe

La démonstration directe consiste a, partir de I’hypothése A, et raisonner par une chaine d’implications pour
démontrer B.

Rédaction type :

On suppose que A est vraie.

indentation

Donc B est vraie.

La démonstration par contraposition

La démonstration par contraposition consiste a, partir de I’hypothése non-B, et construire une chaine d’implication
qui aboutit & non-A.
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Rédaction type :
Raisonnons par contraposition.
On suppose que non-B est vraie.

indentation

Donc non-A est vraie.

La démonstration par ’absurde

La démonstration par ’absurde consiste a, partir de I’hypotheése que A et non-B sont vraies simultanément, et
contruire une chaine d’implications qui aboutit a une contradiction.

Rédaction type :

Montrons le résultat par I’absurde.

Supposons donc que A et non-B sont vraies,

indentation

On aboutit bien a une contradiction.

La démontration par récurrence

La démonstration par récurrence s’utilise de maniere tres particuliere. Elle s’utilise lorsque ’on doit démontrer
qu’une proposition P(n), qui dépend d’un certain entier n, est vraie pour tout entier n. On peut démontrer (hors
programme) que si I'on démontre que :

— P(0) est vraie.

— Si pour tout n >0, P(n) = P(n+1).

Alors, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Rédaction type :
Posons P(n) :”...7.

Montrons que P(0) est vraie.
mdomaion -+ (Démontration du fait que P(0) est vraie).

Montrons que pour tout n > 0, P(n) = P(n+ 1)
--+ (Démontration du fait que Vn >0, P(n) = P(n+ 1) est vraie).

indentation
1.1.3 Rédaction correcte de démonstration type

Pour démontrer certain résultat, il existe une bonne maniere de rédiger.

Montrer que A C B

Soit x € A,

indentation

Donc z € B.

Exercice : Montrer que l’ensemble des entiers de la forme n? + n est inclus dans I'ensemble des entiers pairs.

Montrer que s’il existe un z tel que P(z), il est unique

Soit z et y tels que P(x) et P(y).

indentation
Donc z = y.
Exercice : Montrer que le barycentre d’un ensemble de n points A1,..., A, muni de coefficients c1,...,c, est
unique (condition sur les ¢; 7).
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Montrer qu’il existe un z tel que P(z)

On obtient z par un théoréme ou en posant x = quelquechose.

indentation

On a bien x qui vérifie P(x). Donc

dz, P(x).
Montrer que pour tout z, P(z)
Soit .
indentation
Donc P(x) est vraie. Donc
Vx, P(x)

1.1.4 L’établissement d’inégalités

Ce type de question est tres courant en classe de spé. Plusieurs choses sont & savoir pour démontrer ce type de
résultat correctement.

Connaitre parfaitement le comportement de < par rapport aux opérations algébriques.

Pour des réels a,b,c et d, on a :
1. Sia<betc<dalorsa+c<b+d.
2. S510<a<bet0<c<dalors 0 <ac<bd.
Les erreurs a ne pas faire :
1. Ecrire des inégalités avec des nombres complexes.

2. Dire que si a < b et ¢ < d alors ac < bd (oubli de la condition de positivité).

Connaitre les inégalités classiques

Théoréme 1

Pour tout x €
1. |sin(x)|

oLl LN
—_
+.
8
IN
Q
8

6. |z| < |sinhz|
Pour tout z €]1; +o0] :

In(1+2x) <.
T
Pour tout e}——;—[:
our tout x 55
|z| < |tan(z)|.
Pour tout z,y € R :
[z +yl < Jzl+ 1yl
el =1yl < |z —yl
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Exercice : Soit n € N* et z € [0;1], Montrer que :

22— xe 7
——| <

S

n—+x

1.1.5 L’analyse syntaxique

Pour bien traiter une question, il faut procéder a une analyse syntaxique de celle-ci. C’est ’analyse syntaxique qui
donne le shéma de la démonstration. Par exemple, si la question est : ”Montrer qu’il existe un unique ensemble A
vérifiant la propriété P, montrer qu’alors A C B”, on procédera de la sorte :

1. On démontre 'unicité de A vérifiant P s’il existe.
2. On démontre D'existence de A vérifiant P.
3. On démontre que si A vérifie P, alors A C B.

Ce shéma est tres important car il evite :

— De faire un cercle vicieux : A = B = (' = A donc A est toujours vrai.
— De tomber dans des élucubrations douteuses : blabla incompréhensible pour le correcteur qui des lors ne prend
plus le candidat au sérieux.

Lors de la rédaction, le PLAN de la démonstration doit apparaitre tres clairement.
1.1.6 Un peu de frangais...

Liste non exaustive des expressions francaises utilisées en mathématiques, pour :
Le raisonnement par équivalence :

A est équivalent & B A& B
A est une condition nécessaire et suffisante pour B | A < B
A si et seulement si B A& B

Le raisonnement par déduction :

A implique B A= B
Si A, alors B A= DB
A donc B A= B
A est une condition suffisante pour B | A = B

Le raisonnement par induction :

Acar B A< B
A est une condition nécessaire pour B | A< B
OnaAsiB A< B
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1.1.7 Les variables muettes

Dans une démonstration, il arrive souvent qu’on ait recourt a des variables. Les variables que 'on utilise juste
pour le temps de la démonstration sont dites muettes. Cela signifie que ’on peut changer le nom de ces variables
sans que la démonstration en soit changée. Par exemple si on veut montrer que A C B, on procede de la maniere
suivante :

Soit x € A, ..., donc x € B. On aurait tout aussi bien pu écrire ”Soit y € A, ..., donc y € B” ou ”Soit a € A, ...,
donc a € B”.

Pour une variable muette, on définit un champ de validité, qui est le paragraphe dans lequel la variable est définie.
Par exemple si on veut montrer que A C B, on procede de la maniere suivante :

Soit € A, ..., donc x € B. le champ de validité de la variable x est de x € A & x € B. On ne peut utiliser la
variable x qu’entre ces deux expressions.

Un exemple plus frappant de champ de validité d’une variable muette est dans I’écriture de somme ou d’intégrale.

1
Par exemple, lorsqu’on écrit / ﬁdt, la variable ¢ n’existe qu’a I'intérieur de l'intégrale. En particulier, cela
0

Lot L |
(FAUX) : /dt:t/ —dt,
0o 1+1t2 o 1+t

n’a aucun sens d’écrire :

ni non plus :

(FAUX) : i ne " =mn i e "
n=0 n=0

1.1.8 Les quantificateurs

Les quantificateurs sont des symboles mathématiques a n’utiliser que dans des cas précis. Ils ont une signification
précise, et ne doivent en aucun cas étre utilisés comme abréviation.

Exemple: Je veux démontrer qu'une propriété P(z) qui dépend de x est vraie pour tout x € R. Je n’écris pas
Vo € R”, mais ”Soit z € R” au début de la démonstration. Par contre, une fois la propriété démontrée, je peux
écrire :

Vz € R, P(z).

De méme pour le 3. Si la propriété
dr e R, P(x)

est vraie, alors je peux écrire :
Soit x € R qui vérifie P(x). Ceci définit une variable = qui vérifie P(z). Par contre, si j’écris :

dz e R, P(z),

ceci ne fait qu’énoncer la possibilité de I'existence de x et non pas la ”création” de celle-ci.
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Chapitre 2

Séries numériques et intégration sur un
intervalle quelconque

Objectifs :

1. Savoir démontrer la convergence d’une série numérique a termes positifs.
Savoir démontrer la convergence d’une série numérique a termes quelconques.
Comprendre la construction de la notation décimale.

Savoir montrer qu’une intégrale est convergente, savoir la calculer.

Savoir montrer qu’une fonction est intégrable sur un intervalle I.

S Svh Lo e

Savoir comparer une série et une intégrale.

2.1 Les séries numériques

2.1.1 Exemple fondamental

Soit z € C\ {1}, on définit la suite (up)nen de terme général u,, = z". On considere la suite (v, )pen définie par

n
VUp = E Uf -
k=0

va =D uk =) A=
k=0 k=0
Ce qui donne :
1. Si|z| < 1, la suite (vp)nen converge vers
2. Si |z| > 1, la suite (v, )nen diverge.
2.1.2 Définitions
Définition 2
Soit (un)nen une suite de nombres réels ou complexes.
La série associée a cette suite est notée »  uy,.
P
La suite des sommes partielles de cette série est la suite de terme général s, avec s, = Z U
k=0
La suite (uy)nen est appellée terme général de la série.

15
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Remarque: On peut définir une série comme un couple ((un)nen, (Sp)pen), OU (U )nen est le terme général de la
série et (sp)pen la suite de ses sommes partielles définie comme ayant la propriété :

P
VpeN, s,= Zuk
k=0

Cependant on n’utilisera pas une telle définition pour ne pas alourdir les notations.

Remarque: A toute suite, on peut associer une unique série et ses sommes partielles. Mais aussi, toute suite peut
étre vue comme la suite des sommes partielles d’'une unique série associée & une certaine suite.
En effet, soit (u,)pen une suite de nombres réels ou complexes. Soit (v, )nen la suite définie par :

Vo = Uo
Up = Up— Up_1 pourn >0

n
On peut vérifier qu’on a bien ka = Up.

k=0
Exemple: Posons, pour tout n € N, u, = In(1 + n). On peut lui associer une suite (vy)nen telle que la suite
des sommes partielles de la série Zvn soit la suite (up)nen. En effet, on pose vg = 0 et pour tout n € N*,

1 - 1
Up = Up — Up—1 = In (1 + > On a bien, pour tout n € N*, u,, = Zln <1 + )
n P k

Définition 3

Une série Unp, associée a une suite Uy, est dite convergente, si et seulement si la suite de ses sommes
neN )
partielles est convergente. La limite est alors notée :

+0o0
>
k=0

+o0 N
Remarque: Ne pas confondre Z U, Z Uy, et Z Uy -

n=0 n=0

Proposition 4
Si une série Y u, est convergente, alors son terme général tend vers 0. Autrement dit la suite (uy,)nen converge
de limite O.

Remarque: La réciproque est FAUSSE! (exemple de 3 )

Remarque: La contraposée est tres utile pour montrer qu’'une série ne converge pas.

Exemple: Z k diverge (k lirf k #0).
—+00

Définition 5

On peut définir I’espace vectoriel des séries en définissant les opérations :

Zun + )\Zvn =def Z(un + Avp).

Muni de ces lois, 'ensemble des séries (réelles ou complexes) forme un espace vectoriel.
Par linéarité de la limite, I’ensemble des séries convergentes en constitue un sous-espace vectoriel.

“+oo —+00 “+oo
Remarque: On peut écrire Z(un + Avy,) = Z Up + A Z vy, que si au moins deux des sommes existent. On est

n=0 n=0 n=0
alors assuré de 'existence de la troisiéme.
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2.1.3 Etude de la convergence

Etude des séries de nombres réels positifs

Proposition 6

Une série de nombres réels positifs converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée. On
a alors :

+oo

Up = lim s, = sup s,.
> =l s = s,
n=0

Théoréme 7 (Comparaison des séries)

Si (up)nen et (vn)nen sont des suites de nombres réels positifs telles que u, = O(v,), alors la convergence de
> vy, implique la convergence de Y uy,.

Remarque: Ce théoreme s’utilise aussi sous forme contraposée.

Remarque: Attention la démonstration utilise bien la positivité des deux suites.

Corollaire 8

Si (Un)nen €t (vn)nen sont des suites de nombres réels positifs.
1. Si uy, ~ vy, alors u, = O(vy,) et v, = O(uy), et donc > u, converge si et seulement si Y v, converge.
2. S’il existe N € N tel que :
Vn >N, up < vy,

alors u, = O(vy), et donc la convergence de > v, implique la convergence »_ .

Exemple: Considérons la série > —. On a - = O(5) et donc la série > = converge bien.
On étudie la série > L. On a 3 = O(Tl_l) et donc la série Y i converge bien.

Proposition 9
Si (tn)neN €t (vn)nen sont des suites de nombres réels strictement positifs telles que pour un certain N € N :

U U
VYn > N, n+l < Untl
Un, Un

)

alors u, = O(vy,).

On se sert de cette propriété pour ’étude des séries a termes positifs.
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Proposition 10 (Critére de D’Alembert)

1. Soit (un)neN une suite a termes strictement positifs.
S’il existe a €]0; 1] et N € N tels que :

Un+1

vn > N, < a,
Un
alors la série ) u, est convergente.
2. S’il existe N € N tel que
u
vn> N, >
Un,

alors la série Y u, est divergente.

3. Sl existe £ € R et si la suite (%) y converge de limite ¢, alors :
ne

- Sil <1, > u, converge.
- Sif>1, > u, diverge.
— Si ¢ =1, on ne peut rien dire.

n
Exemple: on
Remarque: Le théoreme de d’Alembert s’utilise seulement dans le cas ou u,, est de "nature multiplicative”.

Les séries de nombres réels ou complexes

Définition 11

Une série Y u,, de nombres réels ou complexes vérifie le critere de Cauchy si et seulement si :

q
Ve >0, dng €N, Vp,q > ny, Zuk <e.
k=p

Proposition 12

Une série Y u,, de nombres réels ou complexes vérifie le critere de Cauchy si et seulement si elle est convergente.

Remarque: Cette propriété est un résultat essentiellement théorique. Il arrive qu’on s’en serve de maniere pra-
tique, mais uniquement sous forme contraposée.

Définition 13

Une série ) u,, de nombres réels ou complexes est dite absolument convergente si et seulement si la série ) |uy|
est convergente.

Proposition 14
Une série Y u,, de nombres réels ou complexes qui est absolument convergente est convergente.

Remarque: Ceci permet souvent de ramener 1’étude de la convergence d’une série quelconque a celle d’une série
a termes positifs.

Remarque: La réciproque est FAUSSE!
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N N
Comime E Uy | < Z |un|, sila série > u, est absolument convergente, on peut passer a la limite et :
k=0 k=0
—+o00 —+o00
k=0 k=0

Corollaire 15

Soit (un)nen une suite de nombres complexes, et (v, )pen une suite de nombres réels positifs.
1. Si |uy| ~ vy, alors > u, converge absolument si et seulement si > v,, converge.
2. S’il existe N € N tel que :
Vn > N, |uy| < vp,

alors la convergence de v, implique la convergence absolue > .

Définition 16

Pour une série > u, de nombre complexe, on définit :
— la série > R(u,) partie réelle de la série > uy,.

— la série > S(uy) partie imaginaire de la série Y uy,.
— la série > w, conjuguée de la série Y u,.

Proposition 17

Une série de nombres complexes est convergente si et seulement si sa partie imaginaire et sa partie réelle sont
convergentes.

. . ’, . n
Exemple: Soit z € C. Etudions la convergence de la série ) 2r. On va commencer par regarder la convergence

absolue, c’est-a-dire étudier la convergence de la suite ) ‘Z—',ﬂ On utilise ensuite le critere de D’Alembert :

|Z|n+1
T ) S P C I
notoo 2™ n—+oon + 1 '

n!

Il en résulte que la série est absolument convergente donc convergente, et ceci quelque soit z € C.
On définit donc :

Définition 18

Pour tout z € C, on définit son exponentielle par :

exp(z) =
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Les séries alternées

Théoréme 19 (Séries alternées)

Soit (up)neny une suite de nombres réels positifs décroissante et tendant vers 0 (on sait qu’elle converge,...
pourquoi ?). Les séries > (—1)"u, et > (—1)""lu, sont dites alternées. Ces séries convergent et on a :

+oo

Y (=D

k=n

< Up.

q
De plus, Z(—l)kuk est du signe de (—1)P.

_1)»
Exemple: Z( )
n

converge par le théoreme précédent, mais ne converge pas absolument.

2.1.4 Le produit de Cauchy

Définition 20

Si E Uy, et g v, sont deux séries de nombres réels ou complexes, on définit la série g Wy, AVEC Wy, = E UpUy.
ptg=n
Cette série est le produit de Cauchy des séries g Uy, €t g Up.

Proposition 21

Si les deux séries E Uy et E v, sont absolument convergentes, il en est de méme de la série E Wy, €t :

S () (5)

1 1 1
Exemple: Z on et Z — sont absolument convergentes. On pose u, = on et v, = 30 donc

Wn = ow3q Z 2p3n—p
pt+q=n

_ 153 pzl(:;)m_l
MR
_ '(5) -() :6<<1>”“_<1>"“)

La série g wy, est absolument convergente et :

+oo 3n+1 o 2n+1

+
YIS Y
n=0 n=0

n=0
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2.1.5 Décomposition d’un réel en base décimal
Soit (a;)ien une suite ot les a; sont dans [0; 9]. Comme a;107% = O(107%+1) et comme Z 107%*1 converge, alors

la série Z ar107% converge. Sa limite est un nombre réel de Pintervalle [0;1].

Réciproquement, soit = € [0;1], = est la limite de la série correspondant a son développement décimal. Tout
nombre réel de [0; 1] peut donc s’écrire sous la forme d’un développement décimal (mais 1'unicité n’est pas assuré)
et tout développement décimal correspond & un réel.

2.2 Intégration sur un intervalle quelconque

Dans toute la section, I sera un intervalle quelconque ([a;b], Ja;b], [a;b], |a;b], avec a et b éventuellement —oo
et/ou +00).

2.2.1 Intégrales impropres convergentes

Définition 22

b
Si f est une application continue par morceaux sur [a;b[, on dit que U'intégrale / f(t)dt est convergente si et
a

seulement si

lim / " Fydt

z—b

existe et est finie.
On définie de maniere analogue la convergence de cette intégrale si f est une application continue par morceaux
sur ]a; b] ou encore a; b|.

Remarque: Dans le cas ol f est continue par morceaux sur [a;b], on retrouve la définition usuelle de I'intégrale,
par continuité de la primitive.

Définition 23

b
Si f est une application continue par morceaux sur [a;b[, on dit que l'intégrale / f(t)dt est divergente si elle
a

n’est pas convergente.

Proposition 24

+o0
/ - est convergente si et seulement si o > 1.
1

Lt
- est convergente si et seulement si o < 1.
0

1
/ Int dt est convergente.
0

+oo
/ e “'dt est convergente si et seulement si o > 0.
0
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Cas des fonctions positives

Proposition 25
Si f et g sont des fonctions continues par morceaux et a valeurs positives sur I = [a; b[, alors :

b b
1. Si f =5 O(g) et / f(t)dt est divergente, alors / g(t)dt Vest aussi.

b

b
2. Si f =4 0(g) et / g(t)dt est convergente, alors / f(t)dt lest aussi.

a

b b
3. Si f ~y g, alors / f(t)dt et / g(t)dt sont de la méme nature (convergente ou divergente).
a a

1 1
Exemple: ~g — donc / ———dt converge si et seulement si o < 1.
0 t*(1+1)

to(l+1t) e

2.2.2 Intégrales absolument convergentes

Définition 26

On dit qu'une fonction f continue par morceaux sur I a une intégrale sur I absolument convergente, ou est
intégrable sur I, si I'intégrale sur I de la fonction |f]| : ¢ — |f(t)] est convergente.

Proposition 27

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I. Alors f est intégrable sur I si et seulement si il

existe un nombre réel positif M tel que, pour tout segment J contenu dans I, |f] < M.
J

Proposition 28

Une intégrale absolument convergente est convergente.

Corollaire 29

Si f et g sont des fonctions continues par morceaux sur I = [a;b[, et g est & valeurs positives, alors :

b b
1. Si|f|<get / g(t)dt est convergente, alors / |f(t)|dt Iest aussi.
a a

b b
2. Si |f| ~p g, alors / |f(t)|dt et / g(t)dt sont de méme nature (convergente ou divergente).
a a

Définition 30

Sia=infI et b =supl, on définit

/I f= / " f(oyat

2.2.3 Propriétés de l’intégrale

Propriétés algébrique de 'intégrale

Proposition 31
Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur I et intégrables sur I, alors f + Ag est intégrable sur I et

/[f—i-)\g:/lf—i-)\/Ig.
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Relation de Chasles

Proposition 32

Si f est intégrable sur I et sur J, si I U J est un intervalle sur lequel f est continue par morceaux et I N J est
vide ou réduit a un point, alors f est intégrable sur I U J et :

Jut = )

Inégalité de la moyenne

Proposition 33

Si f est intégrable sur I et si g est continue par morceaux et bornée sur I, alors fg est intégrable sur I, et

/Ifg! < sup Ig(x)l/llfl-

Changement de variable

Proposition 34

Soit f une fonction intégrable sur I et une bijection ¢ d’un intervalle I’ sur I, de classe C* sur I’, alors fo - ¢’

est intégrable sur I’ et :
/ f=] fop ¢
I r

Remarque: Si I’ a pour extrémités a et b, on peut écrire :

w(b) b
/ f(@)de = / () (B)dt.
¢(a) a

2.3 Comparaison série-intégrale

Proposition 35

Etant donnée une fonction f continue par morceaux sur [0; +oo[ & valeurs positives et décroissante, la série de
terme général

Wy = /nl f(t)ydt — f(n)

est convergente. On a donc :
Z f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur [0; +ool.

Remarque: Un résultat analogue peut étre obtenu si f est croissante.
n n
Remarque: Si la fonction f est de classe C!, w, = / f)ydt — f(n) = / f(t) — f(n)dt. En intégrant par
n—1 n—1
n
parties (ce qui est possible puisque f est de classe C!), on obtient w, = —/ (t —n+1)f(t)dt. Donc :
n—1

wi < [ 170



24 CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES ET INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

T
Donc si xkrfoo/a |f/(t)|dt existe et est fini, an converge.

1 1
Exemple: Considérons o € R. Soit (un)nen la suite de terme général u, = —. Etudions la série Z —.Sia >0,
n n

1 1
la fonction z — — vérifie les hypotheses du théoréme : La série Z — est donc de méme nature (convergente
x n

+o0 1
ou divergente) que U'intégrale / t—adt. On a donc :

Proposition 36 (Trés important)

La série g — est convergente si et seulement si o > 1.
n

Corollaire 37 (non explicitement au programme... a justifier)
Soit (up)nen une suite de réels positifs.

Si pour a > 1, lim n®u,, = 0, alors la série E Uy, converge.
n

Si pour 3 < 1, limn®u, = +oo, alors la série Z uy, diverge.
n




Chapitre 3

Fonctions définies par une intégrale a
parametre.

Objectifs :

1. Savoir étudier une fonction définie par une intégrale a parameétre.

3.1 Etude de la continuité

Proposition 38

Soit f une fonction & valeurs réelles ou complexes définie sur A x I, ou A est un intervalle de R. On suppose que
1. Pour tout x € A, la fonction t — f(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur 1.
2. Pour tout t € I, la fonction 2 — f(x,t) est continue sur A.
3. Il existe ¢ une fonction positive intégrable sur [ telle que pour tout (z,t) € AXI, |f(z,t)] < ¢(t) (hypothese

de domination).

Alors, la fonction g définie sur A par g(z) = / f(x,t)dt est continue sur A.
I

Remarque: On peut remplacer 'hypotheése de domination par :
Pour tout segment J C A, il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que pour tout (z,t) € J x I, |f(x,t)| <

@s(t).

25
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3.2 Etude de la dérivabilité

Proposition 39 (Formule de Leibniz)

Soit A un intervalle de R, soit f une fonction telle que

1. Pour tout x € A, la fonction t — f(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur 1.

0
2. La fonction f admet une dérivée partielle 8—f
x

0
3. Pour tout = € A, la fonction ¢ — a—f(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur I.
x

0
4. Pour tout t € I, la fonction = +— a—f(x, t) est continue sur A.
x
. . e of
5. 11 existe ¢ une fonction positive intégrable sur I telle que pour tout (x,t) € A x I, 6—(x,t) < ()
x

(hypothese de domination).

Alors la fonction g est de classe C! sur A et

J(x) = ’ g‘;(x,t)dt.

Exemple: Etude de la fonction Gamma.



Chapitre 4

Suites et Séries de fonctions

Objectifs :

1. Savoir étudier la convergence simple et uniforme d’une suite ou d’une série de fonctions.
2. Savoir étudier la convergence normale d’une série de fonctions.

3. Savoir montrer qu’une fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite de fonctions en
escalier.

Dans tout le chapitre, I désignera un intervalle de R, et K désignera R ou C.

Probleme

Pour tout n € N, on définit f, : [0;1] — R, tel que f,,(z) = n3ze 2.
1. Pour z € [0; 1] fixé, que se passe-t-il quand n tend vers I'infini ?

1
2. Qu’en est-il de lim /fn(a:)d:n.
0

n—-+0o00

3. Peut-on parler de la convergence d’une suite de fonctions ?

4.1 Différents types de convergence

4.1.1 Convergence simple et uniforme

Comme l’espace vectoriel B(I,K) des fonctions bornées de I dans K est de dimension infinie, il peut exister
différents types de convergence.

27
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Définition 40

Soit (fn)nen une suite de fonction de B(I,K). On dit que :
— La suite converge simplement vers f € B(J,K) sur J C [ si :

VeedJ VYe>0, IN >0, Yn> N, |fo(zx)— f(z)| <e.

Autrement dit, pour tout x dans J,

— La suite converge uniformément vers f € B(J,K) sur J C [ si:

Ve >0, N >0, Y/n> N, VxeJ, |fo(z)— f(z)|<e.

Autrement dit,
lim sup|fn(z)— f(z)|= lm | f,— fHOOJ = 0.
n—-+o0o

n—++ooer o

Ce qui signifie que (fy,)nen converge de limite f pour la norme ||.||so-
— La suite converge uniformément sur tout segment vers f € B(I,K), si pour tout segment J C I, la suite des
restrictions a J des f,, converge uniformément vers la restriction de f a J.

Remarque: le Vx change de place, et ¢a change tout.

Remarque: (Importante) Si I est un intervalle ouvert, la convergence sur tout segment de I n’implique pas la
convergence uniforme sur I.

Exemple: Voyons quelques exemples :

1. Soit la suite (fn)nen, avec fp(z) = ———, avec n > 0. (fn)nen converge simplement vers la fonction nulle
x

2
n
sur R™, mais la convergence n’est pas uniforme.

2. Soit la suite (fn)nen, avec frn(z) = xe ™. (f1)nen converge uniformément vers la fonction nulle sur R+,

Proposition 41

‘ Si (fn)nen converge uniformément vers f, alors (f,)nen converge simplement vers f.

Proposition 42

‘ Si (fn)nen converge simplement vers f, et si (f,,)nen converge uniformément, alors la limite uniforme est f.

Remarque: Pour trouver la limite uniforme, on commence par chercher la limite simple qui est facile a trouver.
On démontre ensuite la convergence uniforme de la suite vers cette limite.

nx
Exemple: Soit I =|0;+oo[ et f, : x — 1\[2 Cette suite de fonction converge simplement vers 0. Elle ne
nx

converge pas uniformément vers la fonction nulle. Par contre, elle converge sur tout segment de I.

Définition 43
Une série de fonctions Z fn de B(I,K) est la donnée d’une suite de fonction (f,)nen de B(I,K). On appelle

n
suite des sommes partielles de la série Z frn la suite de fonctions (Z fk> .
k=1 neN
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Définition 44

On définit les mémes notions de convergence pour les séries de fonctions.

1. La série converge simplement vers f sur [ si la suite des sommes partielles converge simplement vers f sur

I.

2. La série converge uniformément vers f sur [ si la suite des sommes partielles converge uniformément vers
f sur I.

3. La série converge uniformément sur tout segment de I vers f si la suite des sommes partielles converge
uniformément sur tout segment de I vers f.

Définition 45

+o00
Lorsque la série converge simplement sur I, on note Z fr la limite simple. La suite des restes de la série Z In

n=0

“+oo
est, par définition, la suite de fonctions ( Z fk> .
k=n+1 neN

Remarque: Si g fn converge uniformément sur I, alors (f,)nen converge uniformément vers 0 sur I.

Proposition 46
E fn converge uniformément sur I si et seulement si la suite des restes converge uniformément vers 0.

4.1.2 Interversion de limites

Proposition 47

Soit a € I : si (fn)nen converge vers f uniformément sur I et si pour tout n € N, f,, est continue au point a,
alors f est continue en a.

Corollaire 48

— Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur I qui converge uniformément vers f sur I, alors f est continue
sur 1.

— Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur I qui converge uniformément vers f sur tout segment de I,
alors f est continue sur [.

Proposition 49

Soit a une extrémité de I : si (fy,)nen converge vers f uniformément sur I et si pour tout n € N, f,,(z) admet
une limite b, quand x tend vers a, alors la suite des (by,),en converge et si 'on note b sa limite, f admet b pour
limite en a.

Remarque: La proposition sur la continuité se déduit de la proposition précédente.

Corollaire 50

Soit @ une extrémité de 1. Si > f,, converge uniformément et si pour tout n, f,, admet une limite b, en a, alors

la série Y b, converge et :
+oo ~+00
3 =S
n=0 n=0
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Proposition 51

Si (fn)nen converge vers f uniformément sur tout segment de I et si, pour tout n, f,, est continue sur I, f l'est
aussi.

Exemple: Soit I = [0;1] et f,, :  — z™. Cette suite de fonction continue converge simplement vers la fonction :

f: I —- R
x — Osiz#1
lsiz=1

qui n’est pas continue. La convergence ne peut donc étre uniforme sur [0;1].

Proposition 52

Si Y fn converge vers f uniformément sur tout segment de I et si, pour tout n, f, est continue sur I, f lest
aussi.

xn
Exemple: Z — converge uniformément vers f sur [—a;a] pour tout a € R donc sa limite est continue.
n!

4.1.3 Convergence normale

Définition 53

Une série ) . f,, de fonctions de B(I,K) est dite normalement convergente sur J si la série (numérique) > || fn||oo,s
est convergente.

Une série Y f, de fonctions de B(I,K) est dite normalement convergente sur tout segment de I si la série
(numérique) Y || fnlloo,s €st convergente pour tout J segment de I.

avec || fllco,s = supge s |f(2)].

Proposition 54

Si une série converge normalement, elle converge uniformément, et :

+oo +oo
N (; fn> < ;Noo (fn)-

Corollaire 55

Si pour tout n € N, on a la majoration || fn|lec < am €t si Y a, est convergente, alors la série de fonction > f,
est normalement convergente donc uniformément convergente.

1
E le: —1)"z" 0;=1.
xemple Z( )*x™ sur { ,2]
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4.2 Approximation des fonctions d’une variable réelle

Définition 56
Soit [a;b] un intervalle de R, une subdivision de I'intervalle est une famille (¢;);c[on], avec n > 1 telle que :

a=c¢c<...<cp,=h
Si C' = (¢i)ie[om] st une subdivision de [a;b] et soit = € [a;b], on définit, si il existe i tel que ¢; = = :

Cu{z}=20C,

et dans le cas contraire, il existe ig tel que = €]aj,; aiy+1[, on définit la subdivision C' U {z} = (d;);c[on+1] Par :

Ci,SiiSio
r,sit=19+1
i1, 811>+ 1

SRS

Ainsi définit, C' U {z} est une subdivision de [a;b].

Si C = (¢i)icfoin] €t C" = (¢})ic[o;nr] sont deux subdivisions de [a;b], on définit 'union de ces deux subdivisions
par CUC = (...(CU{c}}) ... U{d,}). Par récurrence immédiate, C'U C” est une subdivision de [a; b].

Proposition 57

Soit C' = (¢i)icfoin] €t C" = (¢})icfo;n) deux subdivisions de [a;b], soit |di; diy1] un intervalle de la subdivision
C U, alors il existe j et ;' tels que :

di; di1[Clejs e[ et Jdi; diga [Clejs o .

Définition 58

Une fonction ¢ est dite en escalier sur un intervalle [a; b] si et seulement si il existe une subdivision (a;)ic[o;n]

de [a; b] telle que la restriction ‘Phai;ai 1[ est constante. On dit que cette subdivision est subordonnée a ¢.

Proposition 59

Les fonctions en escaliers sur un intervalle [a; b] constituent un espace vectoriel, sous-espace vectoriel des fonctions
de [a;b] dans R.

Définition 60

Une fonction ¢ de R dans R est dite en escalier si il existe un intervalle [a;b] tel que ¢[(,; est en escalier sur
[a; b] et ¢ est nulle en dehors de [a; b).
Les fonctions en escalier sur R constituent un espace vectoriel.

Remarque: Si @[, est en escalier sur [a; b], alors pour tout intervalle [c; d] C [a; b] ¢[,q est en escalier sur [¢; d].

Définition 61

Une fonction f de I (intervalle quelconque) dans R est dite continue par morceaux si pour tout intervalle [a; b,
flia;p) est continue par morceaux sur [a; b].
Les fonctions continues par morceaux sur I constituent un espace vectoriel.

Théoréme 62

Toute fonction continue par morceaux sur un segment est la limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier.
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Théoréme 63 (Weierstrass)

| Toute fonction continue sur un segment est la limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales.

Théoréme 64 (Weierstrass)
Toute fonction continue sur R T'—périodique est la limite uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques

T —périodiques.




Chapitre 5

Dérivation et intégration des suites et séries
de fonctions

Objectifs :
1. Savoir dériver et intégrer la limite d’une suite de fonctions de classe C*.

2. Convergence en moyenne et en moyenne quadratique (Important : Les inégalités, convergence uniforme
implique convergence en moyenne).

3. Théoreme de convergence dominée.

Dans ce chapitre, on considére uniquement des fonctions a valeurs dans R ou dans C.

5.1 Suites et séries de fonctions de classe C*

Théoréme 65

Supposons que :
1. (fn)nen est une suite de fonction de classe C* sur I.
2. La suite (f,)nen converge simplement vers f sur [.
3. La suite (f],)nen converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction g.

Alors f est de classe C! sur I et f' = g.

Remarque: Soit f: I - K, a,b € I avec [a;b] C I :

Now tay () < 1 £(@)] + / 7.

[a;0]

Soit n € N, on en déduit en appliquant cette inégalité a (f — f,,) que

Noojay(F = f) < 1£(@) = fula)| + /

[a;

|f" = fal-
b]
Or, le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers U'infini, donc (fy,)nen converge uniformément vers f sur

tout segment de I.

Ce théoreme se généralise aux fonctions de classe C*.
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Théoréeme 66

Supposons que :
1. (fa)nen une suite de fonctions de classe C* sur I
2. Les suites ( fflp ))neN convergent simplement vers g, sur I pour p < k — 1.
3. La suite ( f,(lk))neN converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction g.

Alors pour tout p € [0; k], g, est de classe CK~P sur I et gz(;k_p) =g.

Remarque: Ce théoreme la n’est pas au programme, c¢’est une version avec des hypotheses plus fortes qui lest.

On peut écrire un théoréeme analogue pour les séries :

Théoréme 67

Supposon que :
1. (fn)nen est une suite de fonctions de classe C! sur 1.
2. La série ) f,, converge simplement sur I.
3. La série Y f/ converge uniformément sur tout segment de I.

Alors la somme de la série 3 f,, est de classe C! sur I et :

+0o0 “+oo
D (Z fn) = D(fn)
n=0 n=0

Exercice: Ecrire le théoreme pour les séries de fonctions de classe CF.

Application: Montrer que e, : t — e!* est de classe C® et que De, = ze,.

En définissant
+oo p

5.2 Integration sur un segment

5.2.1 Convergence en moyenne

Définition 68

Soit C([a; b], C) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [a; b]. L’application

Ni:fr |f]
[a;0]

est une norme sur C([a; b}, C) qu’on appelle norme de la convergence en moyenne.

Proposition 69
L’inégalité de la moyenne peut se réécrire en terme de norme :

/[a;b] I

< Ni(f) < (b= a)Neo(f)-
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Proposition 70
La convergence uniforme sur [a;b] implique la convergence en moyenne sur [a;b], et de plus, si (f,)nen €st une

suite de fonctions continues sur [a; b], qui converge uniformément sur [a; b] vers une fonction f continue sur [a; b],

b
< / fn> est une suite convergente et
a neN

b b b
dm [ o= [ g [

Exemple: Voir le chapitre ”Suites et Séries de fonctions”.

Corollaire 71

Si (fn)nen est une suite d’applications continues sur [a;b] et si la série ) f,, converge uniformément sur [a;b],
alors la série des intégrales sur [a;b] est convergente et :

Il résulte aussi de I'inégalité de la moyenne la propriété suivante :

Corollaire 72

Si la série Z fn converge normalement, alors Y Ni(f,,) est convergente et :

+oo +00
Aﬁ (j{:fﬁ) S 2::Aﬁ(fn)
n=0 n=0

5.2.2 Convergence en moyenne quadratique

Définition 73

L’application (f,g) — fg est un produit scalaire sur I’espace vectoriel des fonctions continues C([a; b], C).
[a;b]
(C([a;b],C), (.,.)) est donc un espace préhilbertien complexe.

Corollaire 74 (Cauchy-Schwarz)

Si f,g € C([a;b],C), alors :

2
(/ fg> <[ k[ b
[a;0] [a;b] [a;b]

Définition 75

La norme induite par ce produit scalaire est 'application Ny : f +— |f |2. Cette norme est appellée norme
\/ [as0]

de la convergence en moyenne quadratique.

Proposition 76

Si f € C([a;0],C), alors :
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Corollaire 77

Dans ’espace C([a; b], C), la convergence uniforme sur [a; b] implique la convergence en moyenne quadratique sur
[a; b] implique la convergence en moyenne sur [a; b].

5.3 Intégration sur un intervalle quelconque

5.3.1 Convergence en moyenne, en moyenne quadratique

Proposition 78
Les fonctions continues et intégrables sur I & valeurs complexes constituent un sous-espace vectoriel de C?(I).

On peut le munir de Ny : f +— / || qui est une norme.
I

Définition 79
Une fonction f continue & valeurs complexes est dite de carré intégrable sur I si |f|? est intégrable sur I.

Proposition 80
Le produit de deux fonctions de carré intégrable sur I est intégrable sur I.

1
Exemple: La fonction 2 — —e™ est une fonction de carré intégrable sur [1;+ool.
x

Remarque: Attention, le produit de 2 fonctions intégrables sur I n’est pas forcément intégrable sur 1.

1
Exemple: f: 2+ —— est intégrable sur [0; 1], mais pas f2.

NG

Proposition 81
Les fonctions de carré intégrable sur I constituent un sous-espace vectoriel des fonctions continues sur I. On le
note L?(1,K).

1
Exemple: z — — est une fonction de carré intégrable sur |1; +o0o[ mais pas sur |0; 1].
x

Proposition 82

Si f et g sont des fonctions de carré intégrable sur I, application (f, g) — / fg est un produit scalaire.
I

Remarque: On peut donc appliquer & L2(I,K) muni de ce produit scalaire toute la théorie des espaces préhilbertiens.

Proposition 83

L’application Ny : f +— /(f|f) est donc une norme. On lappelle la norme de la convergence en moyenne
quadratique.

Proposition 84
Si f et g sont des fonctions de carré intégrable sur I, on a par Cauchy-Schwarz

(flg) < Na(f)Na(g).
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Proposition 85

Par I'inégalité triangulaire, et par Cauchy-Schwarz, on peut écrire

|(flg)l < N1(fg) < Na(f)Na(g).

Application: Les séries de Fourier.

5.3.2 Théoreme de convergence dominée

Théoréme 86 (Théoréme de convergence dominée)

Soit (fn)nen une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes, continues par morceaux sur I. On suppose
que

1. (fn)nen converge simplement sur [ vers une fonction f continue par morceaux sur I.

2. 11 existe une fonction ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur I telle que pour tout entier n,
| fn| < ¢ (hypothese de domination).
Alors f est intégrable sur I et
/ f=1lim / fn-
I moJI

X n
Exemple: Posons f,(z) = <1 — —) X[0:n] (%) (fn)nen converge simplement sur R* vers t — e~t, qui est continue.
n b

De plus, pour n > 2, pour tout =z € [0;+o0[, fn(z) < e™*. On peut donc appliquer le théoréeme de convergence
dominée :

“+oo —+00
1= / e 'dt = lim fn(t)dt.
0

n—+oo Jq

Théoréme 87 (Application aux séries)

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues par morceaux et intégrables sur I telles que

1. La série E fn converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I.

2. La série Z / | fr| converge.
I
Alors f est intégrable sur I et

WESISE

Remarque: Pour tout n € N, on définit f,, application continue sur R*, affine sur [0; n?] et sur [n?;2n?], et nulle
sur [n?; +oo] telle que

F0) =0, fuln®) =, fu(20%) =0,

On a alors :
—+o0o

fa(t)dt = n,
0

alors que la suite des fonctions (f,)nen converge uniformément vers la fonction nulle sur R™.

Remarque: Il peut arriver qu’on ne puisse pas exprimer la fonction f (surtout dans le cas des séries). Dans
ce cas, la continuité de f ne peut étre prouvée directement. On pourra donc le cas échéant remplacer dans le
théoreme de convergence dominée :

— “continue par morceaux” par “continue”

— “converge simplement” par “converge uniformément sur tout segment”

On sait alors par théoréme que la limite de la suite des fonctions (f,,)nen est continue.
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Chapitre 6

Séries entieres

Objectifs :
1. Connaitre la définition et savoir calculer le rayon de convergence d’une série entiére.
2. Connaitre les propriétés des séries entieres.
3. Savoir calculer l’expression d’une série entiére avec des fonctions connues.

4. Savoir utiliser les séries entiéres pour résoudre des problémes (équations différentielles).

6.1 Définitions et premieres propriétés
6.1.1 Le rayon de convergence

Définition 88

Une série entiere est une série de fonctions E fn, avec fr(2) = apz™, ol (an)nen est une suite de nombres réels
ou complexes. (Les f,, peuvent étre a variable réelles ou complexes).

Définition 89

Soit E anz" une série entiere, le rayon de convergence de la série entiere est

R=sup{p € R" | (anp")nen est bornée}.

n
Exemple: Pour an”, R =1. Pour Zn!z", R = 0. Pour Z Z—', R = +o0.
n!

Proposition 90 (Lemme d’Abel)

Soit p € Ry tel que la suite (a,p™)nen est bornée, alors pour |z| < p, la suite (a,2")nen est dominée (attention

s o (1))
pas inférieure) par — )
P neN

Définition 91

Soit Z anz" une série entiere de rayon de convergence R, on appelle D = {z € C | |z| < R} le disque fermé
de convergence de la série entiere, et D = {z € C | |z| < R} le disque ouvert de convergence de la série entiere

Proposition 92

Pour tout z € D, la série numérique g anz" est absolument convergente.
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Remarque: Si z ¢ D, E apz" diverge grossierement.

Proposition 93

On a

R = sup {p €RT | Zanp” converge}

sup { pERT | Z app" converge absolument}

= sup{p €RT | (anp”)nen tend vers 0} .

Proposition 94 (Reégle de D’Alembert)
Soit Z anz" une série entiere telle que pour tout n € N, a, #0. Si  lim

n—+00  Ap

L existe et vaut £, alors le rayon

) 1
de convergence de la série entiere est —.

14

Proposition 95 (Regle de Cauchy)

Soit E apz" une série entiere. Si lim /|a,| existe et vaut
n——+oo /

est £.

, alors le rayon de convergence de la série entiere

2

1 n
Exemple: Z <1 + > .
n

Proposition 96

Pour tout compact inclus dans D, la série de fonctions g a,z" est normalement convergente.

Définition 97

Soit E anz" une série entiere. On appelle somme de la série entiere la fonction

—+o00
Z Z anz".
n=0

La variable z peut étre choisie réelle ou complexe suivant les besoins.

Il en résulte immédiatement de la proposition précédente que :

Proposition 98

La somme d’une série entiere est continue sur le disque de convergence ouvert de cette série entiere.

Proposition 99

Si g a, 2" est une série entiere de rayon de convergence R et si la série numérique g lan|R™ converge, alors la

série de fonctions g a,z" converge normalement sur le disque fermé de convergence.

xTL
Exemple: Z —.
n
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6.1.2 Opérations sur les séries entieres

Proposition 100

Si g anz" et E bp2z" sont deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R et R’, alors si le rayon de

convergence de la série entiere Z(an +b,)z" est R”, on a:
— Si R= R/, alors R" > R.

—~ Si R+# R/, alors R” = min(R, R').

De plus, pour tout z tel que |z| < min(R, R'),

o0 e, (o.]
Z an?" + Z b2 = Z(an + by) 2"
n=0 n=0 n=0
Remarque: On n’a pas forcément égalité dans le premier cas, car pour Zz” et Z—z”, R = 1 et pour

> (1-1)2" R=co.

Proposition 101

Si g anz" et g b,z" sont deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R et R, alors si le rayon

de convergence de la série enticre E wyp2", avec w, = E apbq, est R”, on a R” > min(R, R'). De plus, pour
p+q=n

(i anz”> (i bnz"> = i wp 2"
n=0 n=0 n=0

tout z tel que |z| < min(R, R'),

Exemple: On a pas forcément égalité, en effet : ZOZ" et Z z" ont pour rayons respectifs +oo et 1. La série
produit est Z 0z" qui a pour rayon +00.

6.2 La fonction exponentielle

Définition 102

ZTL
La série entiere Z — aun rayon de convergence infini. Sa somme définit une fonction de C dans C. On I'appelle
n!

o0 n

z
I'exponentielle complexe. Pour un complexe z, on note exp(z) = E -
n!

n=0

Proposition 103

Pour tout z,2" € C, exp(z + 2’) = exp(z) exp(z’).

Corollaire 104

1. Pour tout z € C, exp(z) # 0.
2. La fonction exponentielle est un morphisme de groupe surjectif de (C,+) sur (C*, x).

3. exp’ = exp.

6.3 Séries entieres d’une variable réelle

D ne sera plus ici le disque de convergence, mais l'intervalle de convergence D =] — R; R].
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6.3.1 Dérivation

Définition 105

Si g anz™ est une série entiere :
n>0

1. na,z"" ! est une série enticre qui est appelée série dérivée de anz".
n n
n>1 n>0

2. E n...(n—p+1)a,z""P est une série entiere qui est appelée série dérivée p’"¢ de g anz".

nz>p

Proposition 106

1

Si g apz" est une série entiere de rayon de convergence R, alors la série entiere g napz™ " a un rayon de

convergence égale a R.

Corollaire 107

La somme d’une série entiere est dérivable sur son intervalle de convergence et sa dérivée est la somme de sa
série dérivée.

Corollaire 108

La somme d’une série entiere est de classe C'™°, et la dérivée p*®™*® de la somme de la série entiere est la somme

de sa série dérivée p*“"°.

Corollaire 109

Soit f la somme d’une série entiere E a,z", alors f admet une primitive sur D qui s’annule en 0 qui est la
_n_ nt1
n+1

Le rayon de convergence de la série entiere g

somme de la série entiere E

a . . -
—:12”+1 est le méme que celui de la série E anz".
n

Autre corollaire qui sert dans le paragraphe suivant :

Corollaire 110

Soit f la somme d’une série entiere E a,z", alors

(D)) (0)

Ay =
n:

6.3.2 Fonctions dévelopable en série entiere

Définition 111

Une fonction f: I — R, avec 0 € I et I intervalle ouvert, est développable en série entiere au voisinage de 0 si
et seulement si il existe un réel o > 0 tel que f coincide avec la somme d’une série entiere sur | — o; o].

Il résulte du paragraphe précédent que :

Proposition 112

Une fonction développable en série entiere au voisinage de 0 est de classe C*° au voisinage de 0. Autrement dit,
il existe un réel a > 0 tel que f soit de classe C™ sur | — a; .
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In(1+ )

Exemple: On peut utiliser ceci pour montrer qu'une fonction est de classe C*°. Soit ¢ : x — prolongée

x
en 0 par 1. g est de classe C* sur | —1; 4+00[. En effet, elle est de classe C* sur | —1; +00[\{0}, elle est développable
en série entiere en 0.

Définition 113

Soit f: I — R, avec 0 € I et I intervalle ouvert. Si f est de classe C°°, on appelle série de Taylor de f en 0 la

Dn
série entiere Z f( )z

Proposition 114

Une fonction développable en série entiere au voisinage de 0 est égale a sa série de Taylor sur un intervalle
| — asaf, avec a > 0.

Corollaire 115

Si les sommes de deux séries entieres sont égales sur un intervalle | — a;af, avec a > 0, alors les deux séries
entieres sont égales.

6.3.3 Développements en série entiere classiques

On sait déja que pour tout x €] — 1;1],

—+00
1 § : n
= X .
— T
n=0

On obtient ainsi :
Tl

- Z -

Ce qui donne, par décomposition en éléments simples le développement en série entiere de toute fraction rationnelle.
Par intégration, on obtient :
n(l—x) —
Z n+1

n=0

Et par changement de variable :

too xn-l—l
In(l1+2z) = —1H)" .
R Y
On a déja vu que, pour (z,t) € R?
X pngn
exp(tz) = -
n=0

il en résulte les développements en série entieres de sin, cos, ch, sh.
Si v est un nombre réel, on montre que pour tout x €] — 1;1] :

+00
ala—1)...(a =n+1)
(1+$)a:1+2 n! o
n=1
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Chapitre 7

Séries de Fourier

Objectifs :
1. Savoir calculer les coefficients de Fourier d’une fonction.

2. Connaitre et savoir utiliser les théorémes de convergence des séries de Fourier.

7.1 Les fonctions 2r-périodiques

Définition 116

Une fonction f de R dans C est 2w-périodique si et seulement si elle est définie sur R et :

Ve e R, f(z+2m) = f(x).

Dans toute la suite, sauf mention contraire, les fonctions considérées seront définies sur R.

Proposition 117

Soit a € R et soit g une fonction définie sur un intervalle [a;a + 2], alors il existe une unique fonction de R
dans C, 27-périodique f telle que f|4:q12-[ = 9-

Si g est continue par morceaux sur [a;a + 27|, alors f est continue par morceaux sur R.

Si g est continue sur [a;a 4 27] et g(a) = g(a + 27), alors f est continue sur R.

Proposition 118

Les fonctions continues par morceaux sur R (resp. continues sur R) 27-périodiques constituent un sous-espace vec-

toriel, sous-espace vectoriel des fonctions continues par morceaux sur R, on les note respectivement C' Ma, (R, C)
et Cor (R, (C)

Proposition 119

Si f € CMar(R,C), alors pour tout réel z,

427 21
/ fdt= [ f@r.

0
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7.2 Les séries de Fourier

7.2.1 Les coefficients de Fourier

Définition 120

Si f € CMy:(R,C) et n € Z, alors on définit le n?*™¢ coefficient de Fourier de f par

Fn) = en(f) = = [ F0)eat.

:27r o

Pour une telle fonction, on définit (¢, (f))nez qui est la suite de ses coefficients de Fourier.

Remarque: D’apres le paragraphe précédent, on peut écrire pour n’importe quel réel x :

)= [ s a

T or
Exemple: Soit f € CMa,(R,C) définie par
Vo e [—mm], flx)=e"

On a alors :

™

Cn(f) = / f(t)eiintdt = i /ﬂ 6(17in)tdt

27 J_, 2 J_,

1 [e=imt]"™ 1 [e(=imr _ o—(1—in)x
o 2r|1-in| 2« 1—in '

Proposition 121
Si f € CMa:(R,C),

Vn€Z, cu(f)=c_n(f).

Corollaire 122

Si f € CMa:(R,C) et est a valeurs réelles,

Vn € Z, cn(f)=c_n(f).

Proposition 123

Soit f € CMar(R,C). Si on pose g : t — f(—t) alors,

Vn € Z, cn(g) = c—n(f).

Corollaire 124

Si f € CMar(R,C) est paire

Vn € Z, cn(f)=c-n(f).
Si f € CMar(R,C) est impaire

Vn€Z, cn(f)=—c_n(f).

Proposition 125

Si f € CMy,(R,C) et si on pose g : t — f(t+ a), alors c,(g) = e, (f).
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Pour une fonction a valeurs réelles, on utilise plutot les coefficients en sinus et cosinus.

Définition 126
Pour tout n € N, on pose a, = ¢, + c—y, €t by, =i(c, — c—p).

Proposition 127
On a:

an(f) = % / " F(t) cos(nt)dt

f(t)sin(nt)dt

S
3
=

I
|
N
3 el

7.2.2 Etude de la suite des coefficients de Fourier

Proposition 128
La fonction
F: CMy:(R,C) — CZ

f = f
est linéaire. La suite (f(n))nez est bornée et

1 lloo < 11£11-

1 2
Par définition || f]|; — / £ (£)]dt.
2T 0

Proposition 129
La suite (¢, (f))nez converge de limite 0 quand n tend vers +oo.

Dans le cas de fonctions de classe C*, on a méme mieux :

Proposition 130
Si f € C2:(R,C) N CL (R, C), alors
Cn(Df) = chn(f)

Soit k € N*, si f € Cor(R,C) N C*Y(R,C) N Ck (R, C), alors
en(DW f) = (in)*en(f)-

Corollaire 131
Soit k € N*, si f € Cor(R,C) N Ck¥ (R, C) N Ck (R, C), alors, quand n tend vers oo, ¢, (f) est négligeable

devant |n|~*.
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7.3 Les séries de Fourier

7.3.1 Définitions

Définition 132

Pour f € CMs,;(R,C), on définit pour tout entier naturel p :

p

Sp(F)(@) = erl(f)e™.

k=—p

Lorsque pour un réel z la suite (S,(f)(x))pen converge, la série de Fourier de f est dite convergente au point x
et la somme de la série de Fourier est par définition, la limite de la suite (Sp(f)(z))pen.

p q

P
lim ap n’est pas la méme chose que lim arp. En effet, lim k =0 et
p q )
p—++aak p—>—00, q—++aak p—++aak

Remarque:

q
lim Z k n’existe pas.
k=p

p——00, ¢q—+00

Proposition 133
Si f est a valeurs réelles, on a :

p
Sp(f)(z) = % + Zak cos kx + by sin kx.
k=1

7.3.2 Convergence en moyenne quadratique

Définition 134

On a déja vu que les fonctions continues 2m-périodiques constituent un espace vectoriel (Caor (R, C)). L’application

1 2
(f,9) — (flg) = /. f(t)g(t)dt est un produit scalaire. On lui associe la norme || f|l2 = /(f|f)-

On peut appliquer le cours sur les espaces préhilbertiens.

Proposition 135

Les fonctions ¢ — e, (t) = €™, ot n parcourt Z forment une famille orthonormale. Et pour tout n, ¢, (f) = (en]f).

Proposition 136
La projection orthogonale d'un élément f de Car (R, C) sur le sous-espace vectoriel P, engendré par les e, avec

In| < p est la somme partielle S,(f). En particulier, I'application qui & tout élément P de P, associe || f — P||2
atteint son minimum en un unique point qui est S,(f).

Pour toute la fin du paragraphe, on note f € Cy, (R, C).

Proposition 137

On a la relation (propriété de la projection orthogonale)

IF13 = 1Sp (D5 + d(f. Pp)*.
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Il en résulte immédiatement :

Corollaire 138 (Inégalité de Bessel)

1Sp(£)II3 = Z len(£)IP < IIFI3.

n=-p

Corollaire 139 (Inégalité de Bessel)
P

On en déduit que la suite ( Z len(f )|2> converge, et on a donc
peEN

o0

Y leaNP <113

n=—oo

Proposition 140 (Egalité de Parseval)

La suite de fonctions (Sp(f))nen converge vers f en moyenne quadratique (pour la norme |.||2), et

o0

> el HP = [I£15-

n=—oo

(L’inégalité de Bessel -version 2- est une égalité).

laol” ol Z ~ lax]? + [0k

Remarque: Ceci s’écrit || f]|3 =

Corollaire 141

Si f et g sont dans Ca, (R, C), alors
+oo

(flo) = D ealf)enly)

n=—oo

Corollaire 142

est injective.

Remarque: Ces résultats s’étendent relativement simplement aux fonctions continues par morceaux. Seul probleme :
(flg) n’est plus un produit scalaire et on a plus Stone-Weierstrass trigonométrique.

En fait, on commence par étendre ces résultats aux fonctions de D, I’espace des fonctions continues par morceaux
2m-périodiques qui vérifie en tout point f(x) = % sur lequel (f|g) est bien un produit scalaire et pour
lesquels on peut étendre Stone-Weierstrass trigonométrique.

Une fonction continue par morceaux 2m—périodique est & un nombre de point fini prés une fonction de D (ce qui

ne change pas la convergence en moyenne quadratique), par contre, on perd U'injectivité de f — f .

7.3.3 Convergence ponctuelle et uniforme

Proposition 143

Si f € Oy (R,C)NCL(R,C), la série de Fourier de f converge normalement sur R (donc uniformément), et sa
limite est f.
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Corollaire 144

Si f € Cor(R,C) N CL (R, C), la série de Fourier de f converge simplement vers f.

Théoréme 145 (Dirichlet)
Si f est 2m-périodique de classe C' par morceaux, alors pour tout réel z, la série de Fourier de f converge en ce

h “h
point et sa somme est égale a  lim flat+h)+ flz )
h—0, h>0 2

la somme de la série de Fourier de f est égale & f(x).

. En particulier, en tout point x ou f est continue,

7.3.4 Polyndémes trigonométriques convergeant uniformément

Proposition 146
Si Z fn est une série trigonométrique (c’est-a-dire qu’il existe une suite (¢, )ncz telle que f,, : t +— c,e™) qui
nez

converge uniformément sur R, alors la suite de ses coefficients de Fourier est exactement (¢, )nez-




Chapitre 8

Equations différentielles

Objectifs :
1. Savoir résoudre une équation différentielle.

2. Connaitre et savoir utiliser le théoréeme de Cauchy

8.1 Equations différentielles non linéaires d’ordre 1

Définition 147

On considere une équation différentielle
(E) a' = f(xvt)v

otl f est une fonction de classe C'! sur un ouvert U de R?. Une solution de (E) est un couple (I, ), ot = est une
fonction de classe C! sur I, & valeurs réelles, telle que pour tout ¢ € I :

(z(t),t) € U et 2'(t) = f(z(t),1).

Définition 148

Une solution (I, f) de (E) est dite prolongeable si il existe une solution (J, g) telle que I C J, I # J et g|; = f.

Définition 149

Une solution de (E) est dite maximale si elle ne peut pas étre prolongée.

Théoréme 150 (Cauchy)
Pour tout tp € R et tout (xo,tp) € U, il existe une unique solution maximale (I, z) de (E) telle que z(ty) = xo.

De plus I est ouvert.

Exemple: On considére 1'équation différentielle (E) : ' = ta? (& variables séparables). Cette équation posséde
comme solution évidente la fonction nulle. Cherchons une solution de (E) telle que z(tg) = z¢ # 0, par le théoreme
de Cauchy une telle solution, définie sur un certain intervalle I ne peut s’annuler, on peut donc écrire
' (t
Vtel, L =t.
x(t)?

On integre cette égalité entre tg et z € 1 :

z / z
Vzel, / x(tZdt:/ tdt
to .fU(t) to

51
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1
Finallement, on trouve z(z2) = ——5——
1 ty =z
ZTo 2 2

Remarque: Graphiquement, deux solutions d’une équation différentielle non linéaire d’ordre 1 ne peuvent se

couper.

8.2 Equations différentielles linéaires

8.2.1 Equations linéaires d’ordre 1

Dans toute la suite, F' désignera un K-espace vectoriel de dimension finie, sur K = R ou C.

Définition 151

Une équation différentielle linéaire d’ordre 1 est une équation du type
(B) 2’ =a(t)z+b(t),

ou b est une application continue d’un intervalle I de R dans F, et a est une application continue de I dans
L(F).
Une solution de cette équation sur I est une fonction z de classe C' telle que

vte I, 2'(t)=a(t)(x(t)) + b(t).

Exemple: Une solution de 2’ = tx + t? sur R est une fonction z de R dans R tel que pour tout réel ¢, 2/(t) =
ta(t) + 2.
Remarque: Ceci peut s’écrire sous forme matricielle :

X'= A(t)X + B(t).

ol B est une application continue d'un intervalle I de R dans ’espace des matrices colonnes M, 1(K), et A est
une application continue de I dans M, (K).

Remarque: Si a et b sont de classe CF, alors les solutions de (E) sont de classe C*+1,

vt cost sint e
Exemple: X = < —sint cost >X+ < et

Définition 152

On appelle probleme de Cauchy (linéaire d’ordre 1), la donnée d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1
(E), et d’'un couple (tg,xo) € I x F.

Une solution du probléeme de Cauchy est une solution (I, z) de I’équation (E) telle que z(t9) = xo.

Le couple (tg, xg) est souvent appelé condition aux limites.

Théoréme 153 (Cauchy)
Un probléme de Cauchy (linéaire d’ordre 1) possede une unique solution.

Définition 154

Soit (E) 2’ = a(t)z + b(t) une équation différentielle linéaire d’ordre 1, I’équation homogene associée est, par
définition :
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Proposition 155
Les solutions sur I de I'équation 2’ = a(t)x consituent un sous-espace vectoriel S(H) de C1(I). De plus, pour
tout élément « de I, l'application @, : f +— f(a) de S(H) dans F' est un isomorphisme.

Corollaire 156

La dimension de I'espace des solutions S(H) est égale a la dimension de F'.

Exemple: On considére I’équation différentielle

X — cqs t sint D
—sint cost
Si on trouve deux solutions X et Xo qui ne sont pas libres, toutes les solutions de (H) sont données par A\ X7 +
Ao Xo, avec A1 et Ao qui décrivent K.

Définition 157

Si F = (e1,...,en) est une famille de n solutions de (H) et B = (b1,...,b,) une base de F. La matrice
W(t) = matg(ei(t),...,en(t)) est appellée la matrice wronskienne associé a la famille F par rapport a la base
B.

w(t) = det(W(t)) est appellé le wronskien associé a la famille F par rapport a la base B.

Proposition 158

Pour tout t € I, rg(e1,...,en) =rglei(t),...,en(t)).

Corollaire 159

Soit F = (eq,...,ey,) une famille de n solutions de (H). Soit w le wronskien de F par rapport & une base B de
F' fixée. F est une base de ’ensemble des solutions :

& dig e 1, w(to)#o
s Vtel, w(t)#0

Dans ce cas, on dit que F est un systeme fondamental de I’équation (H).

Proposition 160
Soit F = (e1,...,e,) un systéme fondamental de (H) et k € {0,1}. Pour tout f € CF(I,F), il existe n
applications w1, ..., u, de C*(I, F), définies de maniere unique par f = uie; + ... + Unen.

Corollaire 161 (Méthode de variation de la constante)

Soit (eq,...,en) un systeme fondamentale de (H). Une application f = uje; + ...+ upey, est solution de (E) si
et seulement si uje; + ...+ ul e, = b.

D’apres la propriété précédente, I'application b € C°(I, F') s’écrit de facon unique b = vieq + ... + vpep, ol les
v; € C°(I,K). On a donc pour tout i € [1;n], v} = v;.

8.2.2 [Equations linéaires a coefficients constants

On considere une équation (F) de la forme :
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c’est-a-dire que 'application a est constante. On peut aussi lorsqu’on choisit une base de F' I’écrire sous forme
matricielle :

X' = AX.
Si A est diagonalisable, il existe P € GL,(K) telle que P~*AP = D est diagonale, on a alors
(P71X) =P 1X' = P'APP !X = D(P'X)
Il reste alors a résoudre des équations différentielles du type.
/

x = ax,

ou les fonctions sont & valeurs scalaires. Si A n’est pas diagonalisable, on la trigonalise.

1 1 0
Exercice: Résoudre le systeme différentielle X’ = AX, avec A= | -1 2 1
1 01

Remarque: On peut ensuite résoudre les équation du type 2/ = ax +b(t) simplement par la méthode de variation

de la constante.
t

Exercice: Résoudre le systeéme différentiel X' = AX + ( :_t ), ou A est la matrice de 'exercice précédent.

8.2.3 Equations linéaires scalaires d’ordre 1

On considere les équations

(E)  a(t)z’ +b(t)x = c(t)
(H) at)d +b(t)z=0

ou les applications a, b et ¢ sont a valeurs scalaires, continues sur I.

Définition 162

(H) s’appelle I’équation homogene associée a (E).
Une solution de (E) s’appelle une solution particuliere de I’équation différentielle.

Proposition 163

Si 'application a ne s’annule pas :
— L’ensemble des solutions de (H) sur I est une droite vectorielle S(H).
— Si f est une solution particuliere de (E), 'ensemble des solutions de (E) est la droite affine f + S(H).

Proposition 164

Lorsque a ne s’annule pas, la solution f de I’équation homogene (H) telle que f(ty9) = o est donnée par la

formule : . )
T
f:t»—>x0-exp<—/to a(m)dx>'

L’ensemble des solutions de (F) est alors donné par variation de la constante.

Exercice: Trouver les solutions sur R de 1’équation zy’ + y = x2.

Remarque: Si a s’annule, on restreint 1’étude aux intervalles ou a ne s’annule pas et on recolle les solutions
obtenues aux points tels que a(t) = 0.
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8.2.4 Equations linéaires scalaires d’ordre 2

On considere les équations

ou les applications a, b, ¢ et d sont a valeurs scalaires et continues sur I. On suppose que 'application a ne s’annule
pas, on peut donc écrire (H) et (F) sous la forme

(E) 2" =a(t)2' +b1(t)x +c1(t)
(H) 2" =a(t)x’ +b(t)x

En posant y = 2/, on peut écrire (H) et (E) comme des systemes différentielles :

=y
(E) < { y' = a1(t)y + bi(t)x + c1(t)

=y

H) <

(H) Yy =ai1(t)y + b1(t)x

En posant X = < N ) B(t) = ( 0 > At) = < 0 L ) on peut écrire ces systemes sous formes
b v ) alt) )’ bi(t) () )0 P ’

matricielles : (E) & X' = A(t)X + B(t)
(H) = X' =A(t)X

On peut réécrire les théoremes de la partie théorique pour ces équations particulieres.

Définition 165

On appelle probleme de Cauchy (scalaire d’ordre 2), la donnée d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2
(E), et d’un couple (tg,xo, zp) € I x K x K.
Une solution du probleme de Cauchy est une solution = de I'équation (E) telle que x(tg) = x¢ et z’(to) = .

Théoréme 166 (Cauchy)

Le probléme de Cauchy possede une unique solution.

Proposition 167

La dimension de l'espace des solutions S(H) est égale a la dimension de F, c’est-a-dire 2.
L’ensemble des solutions de (E), est un sous-espace affine de dimension 2, de direction S(H).

Application: La méthode de variation de la constante.
On peut définir pour deux solutions h; et hy de (H) la matrice wronskienne associée :

ha(t) ha(t)
Ww:(hi(t) hi(t))'

(h1, h2) constitue une base de S(H) si et seulement si il existe un ¢t € I tel que det(W(tp)) # 0 si et seulement
si pour tout t € I, det(W (t)) # 0. Supposons cette condition réalisée, pour toute fonction f € C2?(I,K), on peut

alors écrire
h h
(7 )=o)+ ()



56 CHAPITRE 8. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Ce qui donne :
[ = uihy +wughs
1= why +ughy

De la premiere équation, il résulte, f' = u)jhy + ubho + u1h} + ughl,. Ce qui par soustraction avec la deuxieme
équation du systeme différentielle donne :
ullhl + UIQhQ =0.

En remplagant les expresssions f et f’ en fonctions de hy et hy dans (E), on obtient la condition nécessaire et
suffisante pour que f soit solution de (E) :

u’lhl + u’2h2 = 0
ui b +ubhy = c(t)
11 suffit alors de résoudre le systéme pour obtenir la solution :

’ ’ Clhl hl (t) hg(t)
(1 , Usg w avec w e < h,l (t) hIQ(t)

La solution général de I’équation (E) s’écrit alors :

t— thl(t) + thg(t) + /t 61(u)

1o w(u) (h1(u)ha(t) = ho(u)ha(t))du.

Avec K1, Ky € K.

Exercice: Trouver les solutions sur | — 1;1[ de 1’équation :

1
401 — ¥z — dta’ 4z = Tt

Application: Supposons qu’on connaisse une seule solution x de (H) qui ne s’annule pas. On peut alors écrire
toute fonction y de classe C! sous la forme y = Az, o1 A est une fonction de classe C'. Ce qui donne :

Yy = Ax
y = No+ '/
y// — /\”HZ + 2/\’.%’ + )\x//

En sachant que z est solution de (H), on obtient :

a®)y" + b)Yy +ct)y = at)N'z+2XN2" + Xa") + b(t)(Nz + A2') + c(t)\x
= a(t)(N'z +2XN2") + b(t)(N'z)

Donc y est solution de (E) si et seulement si
a(t)(N'z +2Nz') + b(t)(Nz) = d(t).
Cela revient donc & résoudre ’équation différentielle d’inconnue )\ :

a(t)zN"z + (2a(t)z’ + b(t)z)N = d(t).



Chapitre 9

Bases de ’algebre linéaire

Objectifs :
1. Savoir démontrer

(a) qu’un ensemble est un sous-espace vectoriel.

(b) qu’une application est linéaire.

(c) qu’une somme de sous-espaces vectoriels est directe.

(d) que des sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.

(e) qu’une famille est libre ou ne l’est pas, qu’une famille est génératrice ou ne l’est pas.
Connaitre et savoir utiliser le théoréme de la base incompléte.
Si f est une application linéaire, savoir calculer une base de ker f, Im f, savoir calculer rgf et trf.
Savoir démontrer qu’une application linéaire p est un projecteur, savoir I’étudier.

Connaitre et savoir utiliser le théoréme du rang.

S G e

Savoir calculer une base duale, ou une base antéduale, savoir a quoi elle correspond.

9.1 Définitions des structures

Définition 168

Soit un ensemble E muni :

— d’une loi interne + de E x E — E, telle que (F,+) est un groupe commutatif.

— d’une loi externe . de K x E — E ou K est un corps (R ou C dans le programme de PSI).

Si pour tout A\, u € Ket z,y € E les égalités suivantes sont vraies, on dit que le triplet (F, +,.) est un K—espace

vectoriel :
(Ap).x = X\ (p.x)
A+ p)x = (Ax)+ (p.x)
Az+y)=Ax)+ (A\y)
1

X =T

Remarque: A\x =0=A=0oux=0.

Définition 169

Un quadruplet (A, +, ., X) est une K—algebre si :

— (A, +,.) est un K—espace vectoriel.

— (A, +, x) est un anneau.

— Pour tout A € K et tout z,y € A: (A).(z x y) = (\.x).y.

Lorsque de plus Panneau (A, +, X) est commutatif, on dit que 'algebre est commutative.

o7
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Remarque: Le corps K est appelé corps des scalaires. Ses éléments seront appelés des scalaires. Les éléments de
E (ou A) seront appelés des vecteurs.

Remarque: On utilisera les abus de notation suivants :

— On dira que A est une algebre plutot que (A, +, ., x) est une algebre. On dira que E est un K—espace vectoriel
plutot que (E, +,.) est un K—espace vectoriel.

— Lorsque le corps des scalaires sera connu. On dira que E est un espace vectoriel plutot qu'un K—espace vectoriel.

— On notera Az plutot que A.x.

Exemple: R™ est un R-espace vectoriel. C™ est un C—espace vectoriel, mais aussi un R—espace vectoriel. (Préciser

les lois).

Exemple: R[X] est une R—algebre commutative.

Définition 170

Un sous-ensemble non-vide F' d’un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E. Sil’on a :
- Ve,yeF, x+yekF.
—VreF, VAeK, \xeF.

Remarque: L’ensemble vide n’est pas un sous-espace vectoriel. {Og} est le plus petit sous-espace vectoriel de E.
FE est le plus grand sous-espace vectoriel de E, au sens de l'inclusion.

Remarque: Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel.

Proposition 171

Pour vérifier qu'une partie non-vide F' de E est un sous-espace vectoriel de F, il suffit de vérifier :

Ve,y e F, YAeK, z+ X yeF.

Exemple: Vérifier que dans ]R?’, les ensembles définis par :
{(z,y,2) €R® | ax + by + cz = 0},

ol a, b et ¢ sont des réels, sont des sous-espaces vectoriels de R3.

9.2 Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Proposition 172

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel . L’intersection F'N G est aussi un sous-espace
vectoriel de E.
Si (F})ie1,... n est une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. L’intersection Fj N ... N F, est un sous-espace
vectoriel de F.

Remarque: Cette intersection est toujours non-vide, car tous les sous-espaces vectoriels contiennent 0.

Pour la réunion, les choses ne se passent pas si bien. A la place on définit la somme de deux espace vectoriel de
la maniere suivante :

Définition 173

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F. On définit la somme de F' et G par :
F+G={z+y|lzeFyeG}
Si (Fj)ie1,...n est une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. On définit la somme de ces sous-espaces par :

Fi+...+F,={x1+...4+z,| Vie{l,...,n} z; € F;}.
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Proposition 174

La somme de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E et

El—i—...—i—En:Vect(Elu...UEn).

Définition 175

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme F + G est directe si F NG = {0}. Dans
ce cas, la somme est notée F @ G.

Si (Fj)ie1,...n est une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme est directe si :
Vi€ [Lin], F;n ) F; ={0}.
J#
Dans ce cas, on note F1 ® Fo ® ... D F),.

Remarque: : Bien faire attention que si n > 2, Vi # j, F; N F; = {0} n’implique pas que la somme est directe.

Proposition 176

Si (Fj)ie1,...n est une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. Fy & ... @& F), si et seulement si :
Vee Fi+...+ F,,3(z1,...,2p) E i X ...X Fy, x =214+ ...+ Zp,
ce qui est aussi équivalent a :

V(.%'l,...,(En)Gle...XFn, zT1+...+2,=0=z21=...=2, =0.

Définition 177

Des sous-espaces vectoriels (Fj)ie1,..n sont dits supplémentaires dans E, si ils sont en somme directe, et si

Un des intéréts des sous-espaces supplémentaires est de permettre la construction d’applications linéaires.

Remarque: On note souvent F} & ... ® F,, = E pour dire que les F; sont supplémentaires dans F.

Proposition 178

Soit E et F' des espaces vectoriels. Soit une famille (E;);c1,.. , de sous-espaces vectoriels supplémentaires dans
E. On suppose que pour tout ¢, on a une application u; € L(E;, F'). Il existe alors une unique application linéaire
u € L(E) telle que pour tout 4, sa restriction a F; soit u;.

Rappel : Si F est un sous-espace vectoriel de F et u : E — G est une application linéaire, alors 'application
v : F'— G définie par v(z) = u(z) pour tout x € F est linéaire. C’est la restriction de u a F.

Exemple: Soit (eq,...,e,) une base de E : On a alors E = Ke; @ ... ® Ke,,. Soit v1,..., v, une famille de F, on
pose u; : Ke; — E tel que u;(Ae;) = Av;. Ceci permet de construire une application u € L(E).

Exemple: Si u((1,0,0)) = (a,b,c), u((0,1,0)) = (a’, ', ) et u((0,0,1)) = (a”,b", "), cela définit completement
u:R3 — R3,

Corollaire 179

Une application linéaire est entierement déterminée par 'image d’une base.
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9.2.1 Les Familles

Définition 180

Une famille (z;);c(1,... ny de vecteurs de E est dite :
-libre si :
V()\l,...,)\n)EKn, MZ1+ ...+ Xz, =0=>XM=...= )\, =0.
-génératrice si :
Ve e B, F(A1,..., ) €K, =N Nz +...4+ \yzp.

— On démontre facilement qu’une sous-famille d’une famille libre est libre, et qu'une sur-famille d’une famille
génératrice est génératrice.

— Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

— Ne pas croire qu’'une famille est ou bien libre ou bien génératrice.

Proposition 181

Une famille libre maximale pour I'inclusion est génératrice.
Une famille génératrice minimale pour I'inclusion est libre.

Proposition 182

Une famille libre et génératrice est maximale parmi les familles libres, et minimale parmi les familles génératrices.

Cardinal de la famille

3

Familles
génératrices
Autres
familles
(o IS, - Autres
familles
Familles
libres

Définition 183

Une famille a la fois libre et génératrice est appellée une base.

Théoréme 184
Soit F une famille de cardinal n d’un espace vectoriel E. Alors toute famille de cardinal n + 1 dont les éléments
sont combinaisons linéaires des éléments de F est liée.
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Corollaire 185

Si un espace vectoriel £ qui contient une famille F = (;);c[1;,) génératrice de cardinal n, alors toute famille
libre de E est de cardinal inférieur ou égal a n.

Corollaire 186

’ Si une base est de cardinal fini n. Toutes les bases ont méme cardinal n. Cet entier est la dimension de E.

Définition 187

‘ Si E possede des familles libres de toutes tailles, alors on dit que E est de dimension infinie.

Corollaire 188

Si G est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie F, alors G est de dimension finie.

Théoréme 189 (Théoréme de la base incompleéte)
Soit E un espace vectoriel. Soit (e;);er une famille finie et génératrice de E. Soit J tel que J C I, et (e;);es soit
libre. Alors il existe K tel que J C K C I et (e;);ck est une base de E.

Corollaire 190

— De toute famille finie et génératrice, on peut extraire une base.
— Si F possede une famille génératrice finie (donc si F est de dimension finie), a toute famille finie et libre, on
peut rajouter des éléments de maniere a obtenir une base.

Théoréeme 191

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit B = (b1, ..., b,) une base de E. Pour tout x € E, il existe un
unique n-uplet (Ag,...,\,) € K" tel que :

rT=MNT1+ ...+ \Tn-

Ceci définit un isomorphisme entre E et K™. Les A; sont appellées les coordonnées de = dans la base B.

Définition 192

Soit F' un sous-espace vectoriel de E' de fimension finie. Une base B = (e;)ic[1;n] de E est dite adaptée a F si il
existe un entier p tel que B’ = (e;);c[1;p) soit une base de F.

Définition 193

Soit (F})iequ,... k} une famille de sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. Une base B = (e;)ic[1:n] de £
est dite adaptée a cette décomposition si il existe des entiers 1 = pg < p1 < ... < pp_1 < pr =n + 1 tels que :
Pour tout j € [0; & — 1], (€:)icp;;p,,,—1] st une base de Fji1. Autrement dit, on a :

€ly-++3€p1—1,€p1y-+-9€po—1y--3€pp_15---,€En .

base de F} base de F> base de Fj
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9.3 Applications linéaires

Définition 194

Une application u d’un K—espace vectoriel £ dans un K—espace vectoriel F' est linéaire si elle vérifie :
V(e,B,2,y) EKXxK x Ex E, u(ax+ By) = au(z) + Bu(y).

L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est noté L(E, F'). L’ensemble des applications linéaires de E
dans E est noté L(E).

Remarque: En particulier, on a u(0) = 0.

Exemple: Dans R?, f : (z,y) — (22 +3y, x —vy) est une application linéaire, mais pas f : (z,y) — (22 —y,z+3y),
ni f:(z,y)— (z+2y+ 1,2 —3y).

Proposition 195
L’ensemble L£(E, F') peut étre muni d’une loi interne et d’une loi externe défini par :

V(f,9) € L(E,F)?, Yz € B, (f+g)(z)=f(z
YO\ f) € K x L(E,F), Vo€ E, (\f)(z)=

) +9().
Af ().

Avec ces lois, L(F, F) possede une structure d’espace vectoriel.
L’ensemble £(E) peut étre muni d’une loi interne supplémentaire définie par :

Vf,g€ L(E), (fog)(z)=f(g9(x)).

(L(E),+,.,0) est une algebre mais qui n’est pas commutative pour dim £ > 1.

Définition 196 (Vocabulaire)
— Une application linéaire est aussi appelé un morphisme.

— Un morphisme de E dans E est appelé un endomorphisme de FE.
— Un morphisme bijectif est appelé un isomorphisme.

— Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphisme.

Proposition 197
L’image d’une base par un isomorphisme est une base.

Définition 198

E et F sont dits isomorphes si et seulement si il existe ¢ € L(E, F') qui soit un isomorphisme.

Remarque: Dire que deux espaces vectoriels sont isomorphes signifie que leurs structures d’espaces vectoriels
sont identiques ”aux notations pres”.

Corollaire 199
KP? et KY sont isomorphes si et seulement si p = q.

Définition 200
Soit u une application linéaire de E dans F'.
Le noyau de u, noté ker(u), est ensemble des = de E tels que u(x) = 0, autrement dit keru = u~! ({0}).

L’image de u, noté Im (u), est 'ensemble des = de F' qui sont I'image d’un élément de E par u, autrement dit
Im (u) = u(E).
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Proposition 201
Le noyau de u € L(FE, F') est un sous-espace vectoriel de E. L’image de u est un sous-espace vectoriel de F'.

Proposition 202
— w est injectif si et seulement si ker(u) = {0}, et dans ce cas, si F' est de dimension finie, E aussi, et dim F <

dim F.
— wu est surjectif si et seulement si Im (u) = F, et dans ce cas, si E est de dimension finie, F' aussi, et dim F' <

dim E.
— Si u est bijectif alors dim E = dim F'.

Remarque: Si u est injective ou surjective et dim £ = dim F', alors u est bijective.

Exemple: f: (z,y) — (y — 2z, ) est clairement injective, donc c’est un isomorphisme.

Théoreme 203
Soit w une application linéaire de E dans F'.

Soit £’ un sous-espace vectoriel supplémentaire du noyau de u. L’application linéarire u définit un isomorphisme
de E' sur Im (u).

Application: Soit (ag,...,a,) € K" 1. On définit le morphisme v : K[X] — K"*! par u(P) = (P(ag), - - ., P(ay)).
Trouver le noyau de u ? Que peut-on en déduire ?

9.3.1 Les projecteurs

Définition 204
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. La projection sur F, parallelement a G,

est application p de E dans E telle que p(z) = p(y + z) = y, avec x = y + 2z la décomposition de x suivant la
somme directe £ = F & G.

Définition 205
Un endomorphisme p de E est appelé projecteur lorsque p o p = p.

Proposition 206
p est un projecteur si et seulement si il existe des sous-espaces vectoriels supplémentaires F' et G tel que p soit

la projection sur F parallelement a G.
De plus, F' =1Im (p) et G = ker(p).

Définition 207
n

Une famille de projecteurs (p;)ic[i;n) de E est dite associée a une décomposition £ = GB E; si:
i=1

pour tout i € [1;n], p; est une projection sur F; parallelement a € ot E;
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Proposition 208

n
Une famille de projecteurs (Pz‘)ie[l;n]] de F associée a une décomposition £ = EB E; vérifie :

i=1
1. Vi€ [1;n], p?=pi.

2. Vi,j € [l;n], i#j= pipj=0.

3. ipz‘ = IdE.
i=1

Théoréme 209

Etant donnés un sous-espace vectoriel F' de E et deux sous-espaces supplémentaires G et G2 de F' dans F. Le
projecteur de E sur (G; parallelement a F' définit un isomorphisme de G4 sur Gj.

Corollaire 210

Si E est de dimension finie n et si G est un sous-espace vectoriel de E de dimension p, alors la dimension de
tout supplémentaire de G dans F est n — p.

Proposition 211

— Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie possede un supplémentaire.

— Pour tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel £ de dimension finie, il existe une base de E adaptée
a L.

n
- SiE=F1®...® F,, il existe une base de F adaptée a @FZ

=1

Corollaire 212
Si EC FetdimFE =dimF, alors E = F.

Corollaire 213
SSE=F&®.. ®F,:

n
dim F = Z dim F;.
=1

Et méme mieux :

Proposition 214
Si E =), F;, alors :

n
dmE =) dmF«=E=FoRho...oF,
=1

Théoréme 215 (Théoréme du rang)
Lorsque E et F' sont de dimensions finies. Pour v € L(E, F'), on a :

dim I'm(u) + dim Ker(u) = dim E.

Définition 216

Soit f € L(E,F), ou E est de dimension finie. Le rang de f, noté rg(f) est la dimension de 'image de f.
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Proposition 217
Si E et F sont des espaces de la méme dimension finie n, et f € L(F, F'), alors, les propriétés suivantes sont

équivalentes :

—_

. [ est surjective.
. f est injective.
. f est bijective.
rg(f) = n.

W N

Proposition 218

Si feLl(E,F)etgeGL(F,G),alorsrg(go f)=rg(f).
Si feLl(F,G)etgeGL(E,F), alors rg(fog)=rg(f).

9.4 Dualité

Définition 219

Soit un E un espace vectoriel. On appelle espace dual de E, 'espace L(FE,K). On le note E*.

Définition 220

Un hyperplan d’'un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel qui possede une droite vectorielle
supplémentaire.

Proposition 221

Etant donné une forme linéaire non nul ¢ € E*\ {0}. Le noyau de ¢, Ker (¢) est un hyperplan de E.

Proposition 222

Si H est un hyperplan de F, il existe une forme linéaire non nulle de E telle que H = Ker(y).

Proposition 223

Soit ¢ € E*\ {0} et soit H = Ker(p) un hyperplan de E. Une forme linéaire qui s’annule sur H est colinéaire
a .

Définition 224

Si H est un hyperplan de E' de dimension finie. Soit (e;);c[1;,) une base de E, alors une équation de H est une
équation de la forme :
a1y + ...+ apx, = 0.

telle que
H={ze1+...+znep | 121 + ... + anzy = 0}.

Cette équation est unique a un scalaire pres.

Remarque: C’est une réécriture de H = Kerp, avec p(aje1 + ...+ apep) = a121 + . .. + anoy.

Exemple: L’équation = + 2y + 3z = 0 défini un hyperplan de R3.

Proposition 225

On se place dans un espace vectoriel £ de dimension finie. Etant donné un vecteur a non nul, il existe une forme
linéaire ¢ telle que p(a) = 1.
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Corollaire 226

Le vecteur nul est le seul vecteur de E sur lequel toute forme linéaire s’annule.

Définition 227

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B = (eq,...,e,) une base de E. Soit z € E, on peut écrire :
xr = )\11161 + ...+ )\n@en.

I'application x; : © — A;, est appelé la i forme coordonnée. C’est une application linéaire de E dans K et
donc un élément de E*.

Proposition 228

La famille (¢1,...,¢,) est une base de E*, appelée base duale de B. On la note souvent B*, et on note aussi
pi = €.

Remarque: Ainsi définie, la base duale vérifie :

V(l,j) S {1, R ,TL}, ef(ej) = 5i,j;
ol d; ; est le symbole de Kronecker (8;; =1 si i = j et 0 sinon).

Exemple: {(1,—1),(1,1)} est une base de R?. Base duale ?

Corollaire 229
‘ Lorsque E est de dimension finie, ’espace dual E* de E est de méme dimension que F.

Définition 230
Soit L est une base de E*, telle qu’il existe une base B de E vérifiant B* =

= L. B est appelée la base antéduale
de L.

Proposition 231
‘ Soit L est une base de E*, elle possede une unique base antéduale.

Exemple: Base antéduale de (z,y) — = — 3y, (z,y) — 2z + y.

9.5 Rappel sur les matrices

Soit u € L(E,F), soit B = {e1,...,e,} une base de E et B = {fi,..., fp} une base de F. On note B* =
{fi,---, fp} duale de B'. La matrice de u dans les bases B et B’ est :

S(uler)) Fi(u(en)) .. fi(u(en)

Les matrices sont des représentations des morphismes relatives & des bases. Les matrices permettent de décrire
par de simples opérations sur leurs coefficients les opérations + et o sur les applications linéaires.
Pour u € L(E) et B= B, on note Matg p(u) = Matg(u)
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1 2 3 4 1 2
Exercice: Soit A = -1 5 -3 et B = 1 4 1
2 4 2 -2 2 5

Calculer A+ B, 3A et AB.

L’ensemble des matrices de taille n x p est noté M,, ,(K). Muni de la loi 4+ et du produit externe, M,, ,(K) est
un espace vectoriel. L’ensemble des matrices carrées de taille n x n est noté M, (K). Muni en plus du produit
interne, M, (K) est une algebre.

Attention, lorsque n # p, M, ,(K) n’a pas de produit interne.

Définition 232

Soit M € M, (K) si il existe N € M,,(K) telle que :
MN=NM =1,

alors, on dit que M est inversible.
L’ensemble des matrices inversibles est noté GL,,(K).

9.6 La trace

Définition 233

‘ Soit M une matrice carrée, la trace de M, notée tr M est la somme des éléments diagonaux de M.

Remarque: Lorsqu’on note M = (¢; ;) j)e[1n]x[1:n]> 2lOTS :
n

tr M = Z Cii-
i=1

Proposition 234

La trace est une application de M, (K) dans K. C’est une application linéaire.

Proposition 235

Soient A et B deux matrices de M, (K), et P € GL,(K). On a :

tr AB =tr BA
tr P"LAP =tr A

Exemple: les matrices

1 0 2 1 0 1
21 -1 et -1 -1 2
3 1 2 2 2 3

sont-elles semblables ?

Proposition 236 (Rappel)

Soit u € L(F), soient B et B’ deux bases de E.

/

Matp(u) = P8 ~*Matp (u)P§ .

En notant Pg/ la matrice de GL,(K) telle que, si © € F est représenté par Y dans la base B’ et par X dans la
base B, alors :

Y = P§'X.
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Proposition 237
Soit u € L(E), soient B et B’ deux bases de E.

tr Matp(u) = tr Matg (u).

On peut donc définir la notion de trace pour un endomorphisme.

Regardons la valeur de la trace dans un cas particulier

Proposition 238 (Projecteur)
Soit p un projecteur de E, tr p = rg(p).




Chapitre 10

Le déterminant

Objectifs :
1. Awoir compris et savoir utiliser le groupe symétrique.
2. Connaitre les propriétés du déterminant.
3. Savoir calculer un déterminant.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie n et p respectivement sur K.

10.1 Le groupe symétrique

Définition 239

On définit &,, I'ensemble des bijections de [1;n] dans [1;n]. Ses éléments s’appellent des permutations.

Proposition 240

L’ensemble &,, muni de la composition est un groupe. Ce groupe s’appelle le groupe symétrique. Son cardinal
est n!.

On distingue plusieurs bijections remarquables dans le groupe symétrique.

Définition 241

On appelle transposition toute permutation ¢ telle qu’il existe deux entiers distincts i et j de [1;n] tels que :
(P(Z> =17 90(.7) =1, 790(k) =k, pour k € [[1,?1]] \ {27.]}
Une telle transposition est notée (i j).
On appelle cycle toute permutation ¢ telle qu'il existe p entiers distincts 41, ..., 4, de [1;n] tels que :
Vse{l,...,p—1}, o(is) = ist1,
So(ip) =11,
o(k) =k, pour k € [1;n] \ {i1,...,ip}.

Un tel cycle est noté (i1 ... ip). p s’appelle la longueur du cycle.

Exemple: S3 = {id;(12);(13);(23);(123);(132)}.Sie=(123),alors (1) =2, p(2) =3, p(3)=1.
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Proposition 242
Soit ¢ € &y, il existe un entier p < n et des transpositions 7, ..., 7, telles que :

©=T10...0Tp.

Définition 243

Soit o € &,. On dit qu'un couple (4,5) de [1;n]? est une inversion de o si et seulement si :
i<jeto(i)>oa(4).

On note I(o) le nombre d’inversion de o.

Définition 244

Pour toute permutation o € &,, on définit sa signature par :

Proposition 245
Pour toute permutation o € &,, on a :

R R
1<i<g<n

Proposition 246

‘ La signature est un morsphime de groupe de (&,,0) dans ({—1,1}, x).

On va maintenant étudier le cas particulier de la transposition.

Proposition 247

‘ La signature d’une transposition est —1.

Corollaire 248

‘ La signature d’une permutation qui se décompose en s transpositions est (—1)°.

10.2 Déterminant

FE est ici un espace vectoriel de dimension n.

10.2.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 249

Une forme n-linéaire sur F est une application f de E™ dans K, telle que :

Vie [[1,n]], v(xvya)‘) €E X E X K7 V(xlv"'7xi—laxi+17-"7xn) S Enilv
flar, oo 2o, 2+ AY, Tig1, - .oy Tp) =
f(xlv"'7xi—lax7xi+17"'>$n)+)\f($17'"7xi—1>y7$i+17"'7xn)
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Définition 250

Une forme n-linéaire f est dite alternée si :
V(z1,...,2p) € E", (3i#j, xzi=xj)= flx1,...,Ti..., 25, ...,2,) =0.
Une forme n-linéaire f est dite antisymétrique :
V(z1,...,2n), Yi#j, flx1,. @i, &, Zn) =

—flzr, ...,z X))

Proposition 251

Une forme n-linéaire est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

On va maintenant voir & quoi ressemble les formes n-linéaires alternées.

Proposition 252

Les formes n—linéaires alternées forment un espace vectoriel.

Lemme 253

Soient B = (ey,...,e,), une base de F, et f une forme n-linéaire alternée sur E. Soit o une permutation de
[1;7n]. On a alors :

f(eo(Dv"'veUOﬂ) ::5(J)f(61’~'-76n)

Théoréme 254

Soient B = (eq,...,ey,), une base de E, et f une forme n-linéaire alternée sur E, on a alors :

f@r,.mn) = Y e(0)2100) - Tnow fler, . en),

O'EG’VL

ol les z; j sont les coordonnées de x; dans la base B = (e1,...,ep).

Corollaire 255

L’espace des formes n—linéaires alternées sur E (de dimension n) est de dimension 1.

Définition 256

Le déterminant de n vecteurs 1, ..., x, dans une base B = (ej,...,e,) est la forme n-linéaire alternée donnée
par :
dgt(wl, ceey ) = E e(0)T10(1) -+ Tno(n)s
O'EGn
ol les x; j sont les coordonnées de z; dans la base B = (eq,...,ep).

Remarque: detg(ey,...,e,) = 1.

Remarque: Il s’agit du méme déterminant que celui définit en PCSI en dimension 2 et 3.

Proposition 257

Pour n vecteurs zy, ..., x, dans une base B = (ey,...,ey,),

dgt(an,--.,ﬂfn) = Z €(0)Ta(1),1 -+ - Lo(n)n-
ceG,
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Proposition 258

Si B = (e1,...,en) est une base de E. Une famille (fi,...,f,) est une base de E si et seulement si

detB(flv . 7fn) 7& 0.

Proposition 259

det(B') det = det .
B B’ B

Application: Résolution de systeme de Cramer.
a11rx1 + ... + Q1% = b1
an1x1 + ... + apprT, = by

Posons E = Cn, Al = (CLLZ', PN ,an,i)t et B = (bl, ey bn)t
|

Supposons que la matrice A = | Ay ... A, |, représentée par ses colonnes, soit inversible. Le systéme possede
€

alors une unique solution, X = A™'B = : . On a alors :
L,

det(Al, .. .,Aifl,B,Al#l, e ,An) = det(Al, N 7Aiflazl‘jAj)Ai+1a e ,An)
j=1

= X det(Al, PN ,Aifl,Ai,AZ#l, ce ,An)
Dot :

- det(Al’...,Ai717B7Ai+17...,An) - det(Al,...7A171,B,A/L'+1,...7An)
N det(Al,...,Aifl,Ai,Az#l,...,An) B det A '

T

10.2.2 Déterminant d’'un endomorphisme

Définition 260

Soit u € L(F). Le déterminant de u dans une base B = (eq,...,e,) est par définition :
dgt(u) = dgt(u(el), cooulen)).

Ce déterminant est indépendant de la base que I'on choisit, on le notera donc det(u).

Lemme 261

Soient u € L(E), B une base de E, et (v1,...,v,) une famille de vecteurs de E.

dgt(u(vl), oo u(vy)) = det(u) dgt(vl7 ey Up).

Proposition 262
Soient u,v € L(FE). On a :
det(u o v) = det(u) det(v).

Proposition 263

Un endomorphisme u est un automorphisme si et seulement si det(u) # 0.

Application: Orientation d’un espace vectoriel de dimension 2 et 3.
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10.2.3 Déterminant d’une matrice carrée

Soit M € M, (K), B = (eq,...,e,) la base canonique de K™. On peut associer canoniquement & M un endomor-
phisme f.

Définition 264

On définit le déterminant de la matrice M par :

det(M) = det(f)

Proposition 265

Si M et N sont deux matrices de M,,(K), alors :

det(MN) = det(M) det(N).

Voyons maintenant une expression analytique du déterminant d’une matrice.

Proposition 266
Si M= (ai,j)(i,j)e[[l;n]]27 alors :

det(M) = Y &(0)a1,6(1) - - - U, ().
ceG,

Remarque: Si P est inversible, alors det P # 0, det(P~!) = et det(P~tAP) = det(A).

det(P)

Proposition 267

Soit M € M, (K), det(*M) = det(M).

10.3 Calcul pratique du déterminant

Plusieurs méthodes peuvent étre employées pour calculer le déterminant d’une matrice.

1. Utilisation de la multilinéarité.
2. Utilisation de 'antisymétrie.

3. Développement par rapport aux lignes ou colonnes.

Ce dernier point n’a pas été abordé.

Lemme 268

Soit 0 € &, avec (1) =1, et p € &,,_1 telle que, (k €{2,...,n}) = p(k—1) =0o(k) — 1, alors :
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Soit M = (aij) (i )erz € Mn(K). En posant C; = (12 ...7) € &, on a:

det(M) = Z 6(O—)al,a(l) < Apo(n) = Z Z 5((7)@1,1'@2,0(2) <o Qpo(n)

0c6, i=1 g€6,,0(1)=i
n n
-1
= Z aii Z 5(0’)&2’0(2) cee an’g(n) = Z atq Z 5(01 o o-)a2,Ci_100(2) PN an,Ci_loU(n)
=1 c€Gy,0(1)=i =1 0€Gy,0(1)=1

= Z Qa1 Z (—1)2'8(0)&270;100_(2) te an,CfloU(n)
=1

0€GR,0(1)=1

= Z(_l)ialfi Z 5(0’)(12701'—100(2) T an,Ci_loa(n)
=1

0€G,,0(1)=1

La deuxieme somme peut étre vu comme le déterminant d’une sous-matrice de M. En effet, prenons la notation
suivante :

T Y I | | bii ... bin-
M = . | .
bp—11 oo bp—tic1 | bn—1i oo bn—ip—1
La matrice N1; = (b;;)[1;,)> @ pour déterminant :
det(NLi) = Z E(SO)bl,go(l) ce bn,ap(n)

Wegn—l
= Z 8(0’)[)1’0(2),1 . bnfl,a(n)fl

0c€B,,0(1)=1

= Z 5(0)@270;100(2) ++ Oy 0 og(n) AINSTE NeE peut étre atteint.
0€BL,0(1)=1

Et finalement : .

det(M) =) "(=1)"a1; det(Ny).
i=1
Récapitulons tout cela :

Définition 269

Pour une matrice carrée M € M, (K), on définit les matrices INV;; de maniere identique & précedemment (En
enlevant la i“"¢ ligne et la j*¢ colonne de M). Cette matrice s’appelle mineur (4, j) de la matrice M.
L’expression (—1)"*7 det(NV; ;), notée d; j, est le cofacteur (i,5) de M.

La matrice Com M = (d; j) (i j)e[1;n] est la comatrice de M.

La matrice M =t Com M est la matrice complémentaire de M

Dans ce qui précede, quitte a effectuer des permutations (antisymétrie du déterminant) pour placer la j™¢ ligne
en premiere position, on a montré la propriété suivante :

Proposition 270

det(M) = Z amdi,j.
j=1

Ce résultat s’appelle le développement du déterminant par rapport a I'une de ses lignes.
On démontre de méme que :
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Proposition 271
n
det(M) = Z ai’jd@j.
i=1

Ce résultat s’appelle le développement du déterminant par rapport a 'une de ses colonnes.

Lemme 272
Si f et g sont deux endomorphismes de F, ou F est de dimension finie, tels que f o g = Idg, alors go f = Idg

et f=g L.
Si A et B sont deux matrices carrées telles que AB = I, alors BA=1et B=A"1.

Théoréme 273
MM = MM = det(M)I.
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Chapitre 11
Réduction d’endomorphismes

Objectifs :
1. Savoir montrer qu’un sous-espace vectoriel est stable par un endomorphisme.

Savoir calculer le déterminant d’une matrice définie par blocs (attention : ¢a ne marche pas toujours).

Awoir compris la notion de polynome d’endomorphisme.
Connaitre, savoir calculer, savoir utiliser les éléments propres d’un endomorphisme.

Connaitre la définition et savoir calculer le polynome caractéristique d’une matrice ou d’un endomorphisme.

Savoir diagonaliser et trigonaliser les endomorphismes.

NS G o e

Connaitre les applications pratiques usuelles de la diagonalisation (puissance d’une matrice, suites, équations
différentielles, etc...).

11.1 Sous-espaces stables

Définition 274

Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E, et soit u € L(E). On dit que F est stable par u ou
u-stable si et seulement si u(F) C F.

Dans ce cas, la restriction de v a F', peut étre vu comme un endomorphisme de F'. On 'appelle 'endomorphisme
induit par u sur F.

On a par exemple :

Proposition 275

Si u et v sont deux endomorphismes de F qui commutent, alors Ker(u) et I'm(u) sont stables par v.

Voyons une caractérisation du fait qu'un endomorphisme stabilise un sous-espace vectoriel en dimension finie.

Proposition 276

Soient E un espace de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de F, soit u € L(E), alors :
F' est stable par u si et seulement si sa matrice dans toute base adaptée B = (e1,...,e,) & F (avec (e, .

.y €ep)
qui est une base de F') est de la forme

A B

0 C

ou A € M,(K).

77




78 CHAPITRE 11. REDUCTION D’ENDOMORPHISMES

Le produit de deux matrices définies par blocs s’effectue simplement :

A1 By Ay By \ [ A1Ay+ BiCy A1By+ BiDo
Ci Dy Cy Do o C1Ay +D1Cy C1By+ DDy |-

Cependant il faut bien veiller & ce que les dimensions des blocs matriciels se correspondent pour pouvoir effectuer
le produit.

L’un des interéts d’avoir une matrice par blocs est la simplicité du calcul du déterminant.

Proposition 277

Si une matrice M est de la forme

ou A et C sont des matrices carrés. Alors :

det(M) = det(A)det(C).

Remarque: Attention det < é f) ) n’est en général pas égal a det(A) det(D) — det(C') det(B).

Exercice: Montrer que le déterminant de la matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont carrés est
le produit des déterminants des blocs diagonaux. Autrement dit :

A1 * * n
det | o . & | =]]det(Ar)...det(Ay).
0 0 A, i=1

On peut généraliser le résultat précédent a plusieurs espaces.

Proposition 278

p
Soient E un espace de dimension finie, et (Ey, ..., E),) des sous-espaces vectoriels de E, tels que £ = @ E;.
i=1
Soit u € L(E), alors :
E; est stable par u pour tout i € [1;p] si et seulement si sa matrice dans toute base adaptée B = (ey,...,e,) a

D
la décomposition F = @ E; est de la forme.

=1
A 0 0
0 . 0
0 0 A4,

ou A; € My, (K) avec n; = dim E;.

Corollaire 279

Soit u € L(E) et B = (eq,...,e,) une base de E. La matrice M de u dans la base B est diagonale si et seulement
si pour tout 7 € [1;p], u(e;) est colinéaire & e; si et seulement si pour tout ¢ € [1;p], Ke; est stable par u.

Corollaire 280

Soit u € L(E) et B = (ey,...,e,) une base de E. La matrice M de u dans la base B est triangulaire supérieure
si et seulement si pour tout i € [1;p], u(e;) C Vect(ey,...,e;).
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11.2 Les idéaux de polynomes

Définition 281

Une partie I de K[X] est un idéal si elle est non vide et vérifie :
1. Pour tout P,Q €I, P+ Q € I.
2. Pour tout P € K[X], pour tout Q € I, PQ € I.

Remarque: En prenant P= -1, ona @Q € I = —Q € I, et pour P =0, on a 0 € I. Donc (I, +) est un groupe.

Proposition 282

Si I est un idéal de K[X], il existe un unique polynéme unitaire P tel que I = PK[X]. Autrement dit :
I={PQ|Q eK[X]}.

Tous les idéaux de K[X] s’écrivent sous cette forme.

Exemple: I = {P € K[X]| P(1) = P(—1) = 0} est un idéal de K[X].

11.3 Polynémes d’endomorphismes

Définition 283

n
Soit u € L(E) et n € N*, on définit 4" = uo...ou et u’ = idg. Pour P = Zaka € K[X], on peut définir
—_———

n fois k=0
n

P(u) par P(u) = Z aru®, ¢’est un endomorphisme de E. On a ainsi une application :
k=0

Cette application est un morphisme de 'algebre (K[X], +, ., x) vers 'algebre (L(E), +,.,0).

Remarque: On a en particulier u?*9 = u? o u? = u? o uP.

Proposition 284
‘ Pour tout P € K[X] et u € L(E), Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par u.

Etudions plus en détail le morphisme &,,.

Proposition 285

Le noyau de ®,, est un idéal de K[X] appellé idéal des polynomes annulateurs de u.
L’image de ®, est un sous-espace vectoriel de L(E).

Proposition 286
‘ Si E est de dimension finie, 'idéal des polynomes annulateurs de u n’est pas réduit a {0}.

Corollaire 287 (Hors programme)

Il existe donc un polynéme P unitaire, tel que Ker (®,) = PK[X]. Ce polynéme est unique et s’appelle le
polynéme minimal de wu.
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11.4 Eléments propres des endomorphismes

Définition 288

Soit u € L(F), A € K est une valeur propre de u si et seulement si u — AIdg n’est pas injectif.

Remarque: Ce qui revient a dire qu'il existe z € E \ {0} tel que u(z) = Ax.

Remarque: Dans le cas de la dimension finie, c’est équivalent a dire que u — AIdg n’est pas bijectif.

Définition 289

Soit u € L(E), un élément = € E \ {0} est un vecteur propre de u s'il existe un réel A € K tel que u(z) = Az (ce
qui fait de A une valeur propre de u).

Définition 290

Soit u € L(FE). Soit A € K une valeur propre de u. On définit le sous-espace propre de u associé a la valeur
propre A, qu’on note E)(u) par :
Ey(u) = Ker(u — Mldg).

C’est un sous-espace vectoriel de E' comme noyau d’une application linéaire, et Ey(u) \ {0} est 'ensemble des
vecteurs propres associés a la valeur propre A.

Remarque: E)(u) est stable par u.

Définition 291

Soit u € L(F), on définit le spectre de u, noté Sp(u) comme I'ensemble de toutes les valeurs propres de wu.

Exemple: Trouver les éléments propres de f(x,y) = (3x — y;y — z).

11.4.1 Structure des sous-espaces propres

Proposition 292

Si deux endomorphismes u et v commutent, les sous-espaces propres F)(u) sont stables par v.

Proposition 293

Soit F = (z1,...,2p) une famille de p vecteurs propres d’un endomorphisme wu associé & des valeurs propres
deux a deux distinctes, alors F est une famille libre.

Proposition 294

Soient Ag, ..., A, des valeurs propres distinctes d’'un endomorphisme u, alors Ey, (u) @ ... ® Ey (u).

11.4.2 Propriétés des valeurs propres

Proposition 295

Soient u € L(E), P € K[X] et A € Sp(u), alors P(\) est une valeur propre de P(u).

Corollaire 296

Si P(u) = 0, alors toute valeur propre de u est une racine de P. Autrement dit :

Sp(u) € (A eK | P(\) =0}

Application: Valeurs propres d’un projecteur.
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11.5 Eléments propres des matrices carrées

Définition 297

Soit M € M, (K), les éléments propres (valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres et spectre) de
M sont les éléments propres de ’endomorphisme canoniquement associé a M, c’est-a-dire I’endomorphisme u
de K" dont la matrice dans la base canonique est M.

Proposition 298
Soit M € M, (R), notons Spr(M) son spectre. On peut considérer M comme une matrice de M, (C), notons

Spc(M) son spectre. On a :
Spr(M) C Spc(M).

Définition 299

Soit A € GL(n), on définit 'automorphisme d’algebre :

0a: Myp(K) — My(K)
1

Définition 300

Deux matrices de M,,(K), M et N, sont semblables si et seulement il existe P € GL(n) tel que :

M = PNP L.

Remarque: Deux matrices sont semblables lorsqu’elles représentent le méme endomorphisme dans des bases
différentes.

Proposition 301
Deux matrices semblables ont méme spectre.

11.6 Polynoéme caractéristique

Définition 302

Soit M une matrice de M,,(K), le polynéme caractéristique de M, noté x s, est un polynéme défini par :

xym = det(X1, — M).

Définition 303

Soit u € L(FE), E de dimension finie, le polynéme caractéristique de u, noté x,, est un polynéme défini par :

Xu = det(X1dg — u).

Proposition 304
Le polynome caractéristique de M € M,,(K) est de degré n.

Proposition 305

Les racines du polynome caractéristique sont exactement les valeurs propres de M.
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Remarque: Attention au passage de R a C.

Définition 306

Si A est une valeur propre de M, la multiplicité de A comme valeur propre de M, notée mult(\) est la multiplicité
de A comme racine de x .
Autrement dit yp; = (X — )™ NP avec P(\) # 0.

Proposition 307

Si M € M,,(K), alors
xm(X)=X" —tr (M)X" L 4. 4 (=1)"det(M).

Corollaire 308

Si xar est scindé, alors det(M) est le produit des valeurs propres et tr (M) est la somme des valeurs propres :

det(M) — H )\mult(x\)
AESP(M)

tr (M) — Z )\mult(k)
AESP(M)

Remarque: Tout ce qui précede, écrit en terme de matrices, est aussi valable pour des endomorphismes.

Théoréme 309 (Cayley-Hamilton)
Pour toute matrice M € M, (K) :

xm (M) =0.

11.7 Diagonalisation et trigonalisation des endomorphismes

Dans tout le paragraphe, les espaces vectoriels sont de dimensions finies.

Définition 310

Un endomorphisme u € L(FE) est diagonalisable si et seulement si :

E= P Ei(u).

AeSp(u)

Proposition 311

Si u est diagonalisable et si I'on note (px)iesp(u) la famille de projecteurs associés a la décomposition E =

@ Ey(u) :

AeSp(u)
U = Z )\p)\.
AeSp(u)
Proposition 312
p
Soit u un endomorphisme de E. S’il existe une décomposition de £ = @ E; telle que u induise une homothétie
i=1

sur chacun des F;, alors u est diagonalisable et réciproquement.
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Proposition 313

Un endomorphisme u de F est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E formée de vecteurs propres
de u, ou encore s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Proposition 314
Un endomorphisme u de F est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions des sous-espaces propres

est égale a la dimension de F :
dim E= Y dim E).
AESD(u)

Proposition 315

Un endomorphisme u de E est diagonalisable si et seulement si il existe un polynome P scindé a racines simples
tel que P(u) = 0.

Corollaire 316

Si le polynoéme caractéristique d’un endomorphisme est scindé a racines simples, alors cet endomorphisme est
diagonalisable.

100
Remarque: La réciproque est fausse comme on le voit en prenant M = | 0 1 0
0 0 2

S

Remarque: Dans ce cas, I’endomorphisme possede n valeurs propres distinctes et donc nécessairement tous les
sous-espaces propres sont de dimension 1.

Proposition 317

Pour qu’un endomorphisme u de E soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’il annule le polynéme H (X —=N).
AESP(u)

Proposition 318

Siu € L(E) est diagonalisable, pour tout sous-espace vectoriel F' de E stable par u, ’endomorphisme de F
induit par u sur F' ’est aussi.

Définition 319

Un endomorphismes u de E est trigonalisable si et seulement s’il existe une base de E telle que la matrice
associée a u dans cette base soit triangulaire supérieure.

11.8 Diagonalisation et trigonalisation des matrices carrées

Définition 320

Une matrice M € M, (K) est diagonalisable (resp. trigonalisable) si l’endomorphisme u € L(K") qu’elle
représente dans la base canonique de K™ est diagonalisable (resp. trigonalisable).

Proposition 321

Une matrice carrée M est diagonalisable (resp. trigonalisable) si et seulement si elle est semblable & une matrice
diagonale (resp. triangulaire supérieure).

Proposition 322

Lorsque M est diagonalisable, M s’écrit sous la forme PDP~!, ot D est diagonale et ou P désigne la matrice de
passage de la base canonique de K" a une base de vecteurs propres de M, et les colonnes de P sont les vecteurs
propres de M.
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Chapitre 12
Algebre bilinéaire

Objectifs :
1. Connaitre et savoir utiliser les produits scalaires classiques.
2. Savoir montrer qu’une application est un produit scalaire.
3. Maitriser la notion d’orthogonalité.
4. Maitriser la méthode d’orthonormalisation de Schmidt.
5. Avoir compris et savoir utiliser les projecteurs orthogonauzx.

Dans tout le chapitre, K =R ou C.

12.1 Les espaces préhilbertiens
12.1.1 Formes bilinéaires symétriques

Définition 323

Soit ' un R—espace vectoriel, une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E est une application de £ x E dans R
telle que :

1. Pour tout x € E, 'application ¢, : y — ¢(x,y) est linéaire.
2. Pour tout z,y € E, ¢(z,y) = ¢(y,x).

Remarque: il en résulte que pour tout y € E, 'application ¢, : © — ¢(x,y) est aussi linéaire.

Proposition 324
L’ensemble des applications bilinéaires symétriques muni des lois + et . est un espace vectoriel :

(o1 + 92)(z,9y) = p1(z,y) + p2(z,y) et (A\p)(z,y) = Ap(z,y).

Définition 325

Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique, on lui associe 'application ® : E — R définie par ®(z) = p(z,x). ¢
est appelée forme quadratique sur E associée a .

Proposition 326

L’ensemble des formes quadratiques sur E constitue un espace vectoriel.
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Proposition 327

Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique et ® sa forme quadratique associée, on a les égalités suivantes :
(z +y) = 0(x) + (y) + 2¢(z, y)-
Oz —y) = 0(x) + (y) — 2¢(z, y)-
p(z,y) = 3(®(a +y) — 0(z) - B(y)).
4. w(x,y) = 1(2(z +y) - O(z —y)).
Les deux dernieres égalités s’appellent les identités de polarisation.

Définition 328

Une forme quadratique est dite positive quand pour tout € E, ®(z) > 0. Une forme bilinéaire symétrique est
dite positive quand sa forme quadratique associée est positive.

Une forme quadratique est dite définie positive quand pour tout € E non nul, ®(z) > 0. Une forme bilinéaire
symétrique est dite définie positive quand sa forme quadratique associée est définie positive.

Remarque: Une forme bilinéaire symétrique est définie positive, si et seulement si elle est positive et
o(r,z) =0 & =0.

Proposition 329 (Cauchy-Schwarz)

Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique positive et ® sa forme quadratique associée, alors

p(r,y)? < ®(z)®(y)

Si ¢ est définie positive, il y a égalité si et seulement si (x,y) est liée.

Proposition 330 (Inégalité de Minkowski)

Soit @ une forme quadratique positive, et ¢ sa forme bilinéaire symétrique associée, alors pour tout z,y € F :

V(@ +y) < VO(x)+ /()

Si ¢ est définie positive, il y a égalité si et seulement si (x,y) est liée.

12.1.2 Cas réel

Définition 331

Soit F un R—espace vectoriel, un produit scalaire ¢ sur F est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Définition 332

Un espace préhilbertien réel est un R—espace vectoriel muni d’un produit scalaire ¢. On le note (E,¢) ou
simplement E lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Exemple: Voyons plusieurs exemples d’espaces préhilbertiens réels :

— R™ muni du produit scalaire (z,y) Z Tl

— C%Ja; ], R) muni du produit scalaire (f, g) / fg.

— C%Ja; ], R) muni du produit scalaire (f, g) = / fgw ol w est une fonction continue strictement positive.
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Proposition 333 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel. On a alors :

Vo,y € E, (xly)? < (z]x)(yly).

Il y a égalité si et seulement si (z,y) est liée.

Remarque: L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit aussi |(z|y)| < v/(z|x)/ (y|y).

Proposition 334

Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel. L’application
N :z— +/(z|z)

est une norme sur F. La norme de z est noté ||z||2 ou bien ||z| quand il n’y a pas ambiguité. C’est la norme
associée au produit scalaire.

Exercice: Quand 'inégalité triangulaire est-elle une égalité ?

Définition 335

A partir de la norme, on construit la distance, appelé distance induite par le produit scalaire définie par :

d(z,y) = ||z = yll2-

12.1.3 Cas complexe

Définition 336

Soit F et F' des C-espaces vectoriels, une application f : E — F est semi-linéaire si :

Y(z,y) € B, YAEC, f(x+ \y) = f(z) + M f(y).

Définition 337

Soit £ un C—espace vectoriel, un produit scalaire ¢ sur E est une forme sesquilinéaire hermitienne définie
positive, c¢’est-a-dire :

1. p: Ex E — C (forme).

2. Pour tout zg € E, ¢z, : y — @(x0,y) est linéaire.

3. Pour tout x,y € E, ¢(z,y) = ¢(y, ) (hermitienne).

4. Si p(x,z) =0, alors x = 0 (définie).

5. Pour tout x € E, ¢(z,z) € RT (positive).

Les deux derniers axiomes sont équivalents a : Pour tout = € E'\ {0}, ¢(z,x) > 0.

Remarque: Il en résulte que pour tout yg € E, ¢y, : © — ¢(z,y0) est semi-linéaire. On dit que ¢ est sesquilinéaire.

Définition 338

Un espace préhilbertien complexe est un C—espace vectoriel muni d’un produit scalaire ¢. On le note (E, @) ou
simplement E lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Exemple: Voyons plusieurs exemples d’espaces préhilbertiens réels :
n

— C" muni du produit scalaire (x,y) = Zmﬁy,
i=1
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b
— 0%[a; b], C) muni du produit scalaire (f,g) = / fg.
a
2
~ C9.(R,C) (fonctions continues 2r—périodique) muni du produit scalaire (f,g) = 5 fg.
0

Proposition 339 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien complexe. On a alors :
Va,y € B, |(zly)? < (z]2)(yly)-

Il y a égalité si et seulement si (x,y) est lié.

Proposition 340

Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien complexe. L’application
N :z— +/(z|z)

est une norme sur F. La norme de z est noté ||z||2 ou bien ||z| quand il n’y a pas ambiguité. C’est la norme

associée au produit scalaire.

Exercice: Quand 'inégalité triangulaire est-elle une égalité ?

Définition 341

A partir de la norme, on construit la distance, appelé distance induite par le produit scalaire définie par :

d(z,y) = [lz = yll2-

Proposition 342

Soit x,y € F,
Iz +ylI* = llzl* + lyll* + 2R(zy).

Exercice: Calculer ||z —y||, ||x + ||, ||z — iy||. En déduire une expression de (z|y) en termes de normes.

12.1.4 Orthogonalité

Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel ou complexe.

Définition 343

Un vecteur x de E est dit unitaire si ||z] = 1.

Remarque: Un vecteur unitaire est nécessairement non nul.

Définition 344

Soit = et y deux vecteurs de E, ils sont dits orthogonaux si et seulement si (z|y) = 0. On le note = L y.

Définition 345

Une famille de vecteurs (z;);er est dite orthogonale si :
V(i,j)EI, 275‘]:>le_1,‘]

Une famille de vecteurs (x;);cs est dite orthonormale si elle est orthogonale et si tous ses vecteurs sont unitaires.
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Espaces euclidiens

Proposition 346
Une famille de vecteurs orthogonale est libre.

Remarque: Une sous-famille d’une famille orthogonale (resp. orthonormale) est orthogonale (resp. orthonor-
male).

Exercice: Soit £ = R[X]| muni du produit scalaire :

p q maz(p,q)
(ZanX” anX"> = Z arby.
n=0 n=0 k=0

Montrer que les (X*);en constituent une famille orthonormale.

Proposition 347 (Pythagore)

Soit (2;)ie[1;n) une famille finie orthogonale de vecteurs. On a :

n n
D llaill® = |13
i=1 i=1

2

Remarque: La réciproque est fausse, des que n > 2.

Exemple: Si z et y sont fixés, on prend z tel que (z + y|2) + (z]y) = 0, alors ||z +y + 2|2 = ||lz]|® + ||ly||* + || 2]|?
et pourtant la famille (z,y, z) n’est pas forcément orthogonale.

Définition 348

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F, ils sont orthogonaux si :
V(z,y) € FxG, x Ly.

F et G sont alors en somme directe. On le note F' L G.

Définition 349

Soit F un espace vectoriel de E. On définit F~ (ou F°) par :
Ft={zcE|VyecF, (z|y)=0}.

C’est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque: E+ = {0} et {0}+ = E.

Définition 350

Des sous-espaces vectoriels (F;);er sont dits supplémentaires orthogonaux s’ils sont deux a deux orthogonaux et
si £ = @,c; Fi. Dans ce cas la somme est directe, et on note :

1
E=(PF.

el

12.2 Espaces euclidiens

Définition 351

Un espace euclidien est un espace préhibertien réel de dimension finie.
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12.2.1 Bases orthonormales

Définition 352

Une base orthonormale est une base dont les vecteurs constituent une famille orthonormale.

Proposition 353
Dans un espace euclidien, il existe des bases orthonormales.

Théoreme 354

L’application :
p: E — FE*

est un isomorphisme, appelé isomorphisme canonique.

Corollaire 355

Pour toute forme linéaire f sur F, il existe un unique a € F tel que :

Ve e E, f(x)= (a|z).

Proposition 356
Soit E un espace euclidien et soit (e, ..., e,) une base orthonormale de E, alors, si :

T =x11+ ... +Fxpep et y=1y1e1+ ... +ynen,

alors :
e = Jai+...+a}
(zly) = x1y1+ ...+ Tnyn
da(z,y) = V(1 —y1)?+...+ (@0 — yn)?

Définition 357

Un espace hermitien est un espace préhilbertien complexe de dimension finie.

Exercice: Etendre les propriétés précédentes aux espaces hermitiens.

12.2.2 Projections orthogonales

Proposition 358
Soit F' un sous-espace vectoriel d’'un espace euclidien F, alors :

1
1. E:F@Fi.
2. dim E = dim F + dim F*.
3. F=F++,

Remarque: Attention, ceci est en général faux en dimension infinie.

Exemple: Si E = C?([0;1],R) et F = {f € E |f(0) =0}, alors F # E et pourtant F+ = {0}.
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Proposition 359

Soit (uq,...,ux) une famille orthonormale d’un espace euclidien E de dimension n, alors il existe une base
orthonormale (uy,...,ug,€1,...,6,_) de E

Définition 360

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E de dimension n, alors on définit p]% qui est le projecteur
sur F parallelement & F-, c’est le projecteur orthogonal sur F.

Proposition 361

Soit & un vecteur d’un espace euclidien F et F' un sous-espace vectoriel de F.

1L .
- = inf ||z — y]|.

Remarque: On va voir comment construire un projecteur si F est de dimension infinie. Par contre, F' restera de
dimension finie.

12.3 Retour aux espaces préhilbertiens

Proposition 362

Soit E un espace préhilbertien réel (de dimension finie ou non), 'orthogonal F'° d’un sous-espace vectoriel de
dimension finie F' est un supplémentaire de F. Appelé supplémentaire orthogonal de F'.

Définition 363

n

Pour z € E, et si B= (ey,...,ey) est une base orthonormale de F' de dimension finie, alors y = Z(eﬂx)ei est
i=1

appelé la projection orthogonale de = sur F, notée p:(x). De plus, x — pf(x) € F°.

Proposition 364

L’application pf : F — FE est un endomorphisme de E.

Définition 365

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien réel (de dimension finie ou non),
pour x € E, on définit la distance de x a F' par :

d(e,F) = inf [l =y,

Proposition 366

La fonction z € F + ||z — || admet son minimum en un unique point qui est p3(z). On a :

d(x,F) = ||z — pr(@)].

Corollaire 367

Pour tout z € E, ||z||> = |[pg(2)||? + d(z, F)?.
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Corollaire 368 (Inégalité de Bessel)

n
Si (e1,...,epn) est base orthonormale de F', pour tout z € E, Z |(es]2))? < ||z
i=1

Exercice: Etendre les propriétés précédentes aux espaces préhilbertiens complexes.
1

Dans le cas général, si E = F GB G, le projecteur sur F' parallelement a G est appelé projecteur orthogonal sur
F.



Chapitre 13

Endomorphismes d’un espace euclidien

Objectifs :
1. Définition, construction et utilisation de ’adjoint d’un endomorphisme.
2. Définition et utilisation d’un endomorphisme autoadjoint.
3. Définition et utilisation d’un automorphisme orthogonal.
4. Réduction des automorphismes orthogonauz.
5. Réduction des endomorphismes autoadjoints.

Dans ce chapitre, E désignera un espace euclidien. Pour z et y dans F, on désignera par (z]y) le produit scalaire
de x et y.

13.1 Adjoint d’un endomorphisme

Définition 369

Soit u € L(F), il existe un unique endomorphisme u* € L(E) tel que :
Vo,y € B, (u'(z)ly) = (xlu(y)).

u* s’appelle 'adjoint de u.

Remarque: L’adjoint de I'identité de E est 'identité de F.

Proposition 370
Soit B une base orthonormale de E et u € L(E), alors :

Matg(u*) =" Matg(u).

Exercice: Pourquoi B doit-elle étre orthonormale ?

Corollaire 371

L’application ¢ : u +— u* est un endomorphisme involutif de L(F).
Ce qui signifie que pour tout u,v € L(E), et A € R,

(u4 Av)* =u" + " et u™* = w.

En utilisant la méme remarque, on a :
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Corollaire 372

‘ Si u,v € L(E), (uv)* = v*u*.

Corollaire 373

‘ Siu € GL(E), alors u* € GL(E) et (u™1)* = (u*)~L.

Proposition 374

‘ Siu € L(E), det(u) = det(u*) et tr(u*) = tr(u).

13.2 Endomorphismes autoadjoints

Définition 375

Un endomorphisme u de L£(E) est dit autoadjoint (ou symétrique) si :

Yo,y € B, (u(x)ly) = (z[u(y))

Proposition 376

Les endomorphismes autoadjoints constituent un sous-espace vectoriel de L(E).

Proposition 377

Un endomorphisme u € L(E) est autoadjoint si et seulement si u = u*.

Proposition 378
Un endomorphisme p est un projecteur orthogonal si et seulement si :

p’=petp*=p.

13.3 Automorphismes orthogonaux

Définition 379

Un automorphisme u de E est orthogonal si et seulement s’il conserve le produit scalaire, c’est-a-dire si et
seulement si :

Ve,y € B, (u(x)|u(y) = (z]y).

Proposition 380
Si un automorphisme u de E est orthogonal, alors u* est orthogonal.

Proposition 381
Soit v un automorphisme de E. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. u est orthogonal.

2. u conserve la norme, autrement dit pour tout x € E, ||u(z)|| = ||z

3. wu* =uru = Idg.
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Proposition 382

Un endomorphisme u est un automorphisme orthogonal si et seulement si I'image par u de toute base orthonor-
male est orthonormale si et seulement si I'image par u d’une base orthonormale est orthonormale.

Définition 383

L’ensemble des automorphismes orthogonaux de E est un groupe pour la composition. On 'appelle le groupe
orthogonal de E, on le note O(E).

Définition 384

Lorsque p est un projecteur orthogonal, s = I'dg — 2p est appellée symétrie orthogonale. Lorsque ker(p) est un
hyperplan, on dit que s est une réflexion.

Proposition 385

Une symétrie orthogonale est un automorphisme orthogonal et autoadjoint.

Remarque: sos = idg.

Proposition 386

Un automorphisme orthogonal et autoadjoint est une symétrie orthogonale.

13.3.1 Passage aux matrices

Définition 387

Une matrice M est dite orthogonale si et seulement si elle est la matrice d’'un automorphisme orthogonal de
R™ (muni de sa structure euclidienne usuelle) dans la base canonique (qui est donc orthonormale). Les matrices
orthogonales forment un groupe, appelé groupe orthogonal et noté O(n).

Il résulte des propriétés des automorphismes autoadjoints la propriété suivante :

Proposition 388

M est une matrice orthogonale si et seulement si :
M'M =1

Ce qui équivaut encore & MM = I.

Exemple:

RESE
B

V2
Corollaire 389

Une matrice carrée M est orthogonale si et seulement si les colonnes de M, Ci,...,C, forment une base
orthonormale si et seulement si les lignes de M, Lq,..., L, forment une base orthonormale.

Proposition 390

— Un endomorphisme est autoadjoint si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale est symétrique.
— Un automorphisme est orthogonal si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale est orthogonale.

Proposition 391

La matrice de passage entre deux bases orthonormales est orthogonale.
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13.3.2 Déterminants et réduction des automorphismes orthogonaux.

Proposition 392
Si M est une matrice orthogonal, det(M) € {—1;1}.

Corollaire 393

Si w est un automorphisme orthogonal, det(u) € {—1;1}.

Proposition 394

Si u est une réflexion, alors det(u) = —1.

Définition 395

Soit w un automorphisme orthogonal de E, lorsque det(u) = 1, on dit que u est une rotation.

Etude en dimension 2 et 3

Proposition 396

Si E est de dimension 2, et u une rotation, il existe une base orthonormale dans laquelle la matrice de u est :

Ma(0) = ( i B )

Proposition 397
Pour tout 0,0’ € R, on a :

Mo (04 6") = My(0)Ma(0') et Mo(6) ™' = Mo(—6).

Lemme 398

Le spectre réel d'un automorphisme u orthogonal est inclus dans {—1;1}.
Le spectre complexe d’un automorphisme w orthogonal est inclus dans U.

Lemme 399

Soit F' un sous-espace vectoriel de E, alors si u est un endomorphisme.
F est stable par u si et seulement si F'- est stable par u*.

Lemme 400

Soit F' un sous-espace vectoriel de F, alors si u est un automorphisme orthogonal.
F est stable par u si et seulement si F- est stable par w.

Proposition 401
Si E est de dimension 3, et u est une rotation, il existe une base orthonormale dans laquelle la matrice de u est :

1 0 0
0 cos(f) —sin(h)
0 sin(f) cos(9)

Proposition 402

Pour tout 0,0’ € R, on a :
M3(0 +6') = M3(0)M3(6) et M3(0)™t = Mz(—6).
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13.4 Reéduction des endomorphismes autoadjoints

Lemme 403

Soit u un endomorphisme de F, alors :

ker(u) = (Im (u*))*  Im (u) = (ker(u*))".

Proposition 404

Pour un endomorphisme u autoadjoint, le noyau et I'image sont des supplémentaires orthogonaux.

Proposition 405

Les sous-espaces propres d’un endomorphisme autoadjoint sont orthogonaux.

Proposition 406
Soit E # {0} et u € L(FE) autoadjoint, alors le spectre de u est inclus dans R.

Théoréme 407

Soit v un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien F. Alors E est la somme directe orthogonale des
sous-espaces propres de u. En particulier, u est diagonalisable dans une base orthonormale.

Proposition 408
Si M est une matrice symétrique réelle, il existe une matrice orthogonale P tel que 'PM P est diagonale.

Proposition 409

Soit B une forme bilinéaire symétrique sur un espace euclidien E. Il existe un unique endomorphisme autoadjoint
u tel que :
Vr,y € E, B(x7y) - (u(x)\y)

Remarque: En diagonalisant I’endomorphisme u dans une base orthonormale (ei,...,e,) on obtient, si x =
n n
inei et y = Zyiei :
i=1 i=1
n
i=1

ou les \; sont les valeurs propres de wu.
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Chapitre 14

Courbes de ’espace et du plan

Objectifs : Savoir étudier un arc paramétre.

14.1 Courbes paramétrées

Définition 410

Une courbe paramétrée (ou arc paramétré) de classe C¥, est un couple (I, f), oul I est un intervalle de R et f
est une application de classe C* de I dans RP, avec p =2 ou 3.

Exemple: Soit f I’application de R dans R? définie par f(t) = (cos(2t), cos(3t)). (R, f) est un arc paramétré.

Définition 411

Deux arcs de classe C* (I, f) et (J, g) sont dits C*¥—équivalents si et seulement si il existe un C*—difféomorphisme
0:J—1telque f=gob.

Une classe d’équivalence pour cette relation est appelée arc géométrique.

Un représentant d’une telle classe s’appelle un paramétrage de I'arc géométrique.

Remarque: Deux arcs C¥—équivalents définissent la méme courbe.

Remarque: On dit de 6 que c’est un paramétrage admissible.

Définition 412

Deux arcs de classe C* (I, f) et (J,g) sont dits équivalents et de méme sens si et seulement si il existe un
C* —difféomorphisme croissant 6 : J — I tel que f = go#.
Une classe d’équivalence pour cette relation est appellée arc géométrique orienté.

Exemple: Soit ([0;27[, f) un arc paramétré, avec f : t — (cos(t), sin(t)). Soit ([0; 27, g) un arc paramétré, avec
g :t — (cos(—t),sin(—t)). Ces deux arcs sont équivalents, mais pas de méme sens.

Définition 413

1. Un point M = f(t) d'un arc paramétré (I, f) est dit multiple §’il existe ¢,¢' € I avec t' # t tels que
f(t) = f{t).
2. Un point d’un arc paramétré est dit simple s’il n’est pas multiple.

3. Un arc paramétré est dit simple si tous ses points sont simples.

Exemple: Dans I'exemple précédent, ([0;27[, f) est simple, mais pas ([0; 27], f).
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14.2 Etude locale d’un arc orienté

Dans ce paragraphe, on considére un arc paramétré (I, f) de classe C*, avec k > 1 aussi grand que 'on en aura
besoin.

Définition 414
1. Un point M = f(t) est dit régulier si f'(t) # 0.

2. Un point qui n’est pas régulier est stationnaire.

3. Un arc dont tous les points sont réguliers est appelé arc régulier.

Exercice: Donner en tout point une expression d’un vecteur unitaire tangent a l’arc.

Définition 415

On dit qu’un arc paramétré admet une tangente en M = f(¢) si il existe un entier plus petit entier k tel que
f®)(t) soit non nulle. Dans ce cas, la tangente est la droite M + f*)(t)R.

Proposition 416

Si M = f(t) est un point régulier, alors I'arc paramétré admet une tangente en M qui est M + f/(¢)R.

Exemple: f(t) = (t2,t) admet une tangente verticale en (0,0).

Remarque: Si f représente la trajectoire d’un point matériel, les grandeurs f'(a) et f”(a) représentent respec-
tivement les vecteurs vitesse et 'accélération du point matériel a 'instant ¢t = a.

Définition 417
Un point M = f(t) est dit birégulier si et seulement si (f/(¢), f”(t)) constitue une famille libre.

Remarque: En un point birégulier, une courbe plane admet une tangente dirigée par f’(t) et la courbure est
dirigée par f”(t).
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Proposition 418

Soit M = f(t), soit p le plus petit entier tel que f®)(t) # 0, et ¢ le plus petit entier tel que (f®)(t), f(D(t)) soit
une famille libre, alors au voisinage de M D’allure de la courbe est :

Si p est pair et ¢ est impair Si p est pair et ¢ est pair

f{q}(t) f{q}(t)

f{ﬁ}(t) f{ﬁ}(t)

Si p est impair et g est impair | Si p est impair et ¢ est pair

f{q}(t) f{q}(t)

f{ﬁ}(t) f{ﬁ}(t)

Remarque: Dans les deux premiers cas, on dit que I’arc admet une demi-tangente en M.
t
et —1—1t

Application: Etudier en (0,0) l'arc (R, f) avec f :t — (tQSin(t), ;

), prolongée par continuité en 0.

Cas des courbes définies en polaire

Supposons que l'arc orienté I' est défini par la fonction de classe C1 6 +— p(#). Un paramétrage de cet arc est donc
(R, f), avec f:t+— (p(t)cos(t), p(t)sin(t)). On a donc :

F(8) = (—p(t)sin(t) + p'(¢) cos(t), p(t) cos(t) + p/(t) sint)).

I (N3 = p(t)? + p'(t)?, et donc f’(t) ne peut donc s’annuler que pour p(t) = 0. Pour une courbe en polaire, &
part en (0,0) les points sont soit d’allures birégulieres, soit des points d’inflexion (pas de point de rebroussement).
Pour ’étude en (0,0), on repasse au coordonnées cartésiennes.

14.3 Etude asymptotique des arcs orientés

14.3.1 Cas d’une courbe paramétrique

t
Si z(t) et y(t) tendent vers oo lorsque ¢ tend vers a, on étudie | = 7}im yEti (Si seulement 'un des deux tend vers
—a X

+00, on a alors clairement une asymptote verticale ou horizontale) :

1. Sil =0, on a une branche parabolique de direction Ozx.
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2. Sil = +o00, on a une branche parabolique de direction Oy.

3. Sil e R, on étudie p = }gl}l y(t) — lx(t) :
(a) Si p=+oo on a une branche parabolique selon la droite y = lx.
(b) Sip € R, la droite y = lz + p est asymptote.

Attention, toutes ces limites peuvent ne pas exister. Dans ce cas, on ne peut rien dire.

14.3.2 Cas d’une courbe en polaire

Si 9111191 p(0) = +oo, alors on étudie la limite de eling p(0)sin(6 — ), qui représente la ”distance limite” entre la
—bo —0%

courbe et la droite passant par I'origine qui fait un angle 6y avec Ox. Si cette limite existe et vaut [ € R, on a une
asymptote, qui est la droite parallele a la droite qui fait un angle 6y avec Ox et distante de [ de celle-ci. Si cette
limite existe et vaut 400, alors on a une direction asymptotique selon la droite qui fait un angle 6y avec Ozx.

14.4 Etude métrique d’un arc orienté

Ici RF est muni de sa structure euclidienne canonique.

Définition 419
SiT' est un arc orienté régulier, un paramétrage normal est un paramétrage (.J, g) de classe Cck (k> 1), tel que
pour tout ¢ € J, ¢'(t) soit unitaire.

Proposition 420
Un tel paramétrage existe et est unique.

Pour cela, on a besoin de la définition :

Définition 421
Soit (I, f) un arc paramétré de classe C* (k > 1), une abscisse curviligne de cette arc est une fonction s : I — R,
tel que 8" = || f'||2. (Une telle fonction existe bien par primitivation). Cette fonction est de méme régularité que
f (au moins de classe C1).

Remarque: Pour un paramétrage normal, on note traditionnellement la variable s, ce qui correspond au paramétrage
par ’abscisse curviligne.

Définition 422
Si T est arc orienté, et si (I, f) est un paramétrage de classe C* (k > 1) de I, alors la longueur de I est

or) = /1 18]l

Remarque: Si (J,g) est un paramétrage normal de I', alors la longueur I' est la longueur de U'intervalle J.

Exercice: Calculer la longueur de l'arc paramétré par ([0;2x], f), avec f : t +— (cos(t),sin(t)). Est-ce un
paramétrage normal ?

Définition 423
Si I" est arc orienté, et si (I, f) est un paramétrage normal de I', alors le vecteur unitaire tangent a I" en f(s) est

T'(s) = f'(s). On note N(s) le vecteur tel que (f(s); T(s); N(s)) forme un repere orthonormal direct. Ce repére
est appelé repere de Frenet de I' en f(s).




FEtude métrique d’un arc orienté 103

Proposition 424

T'(s) est colinéaire & N(s).

Définition 425

La courbure algébrique de la courbe en f(s) est le réel K(s) tel que T'(s) = K(s)N(s). La courbure est
1
c(s) = |K(s)| et le rayon de courbure est R(s) = —.

c(s)

Remarque: Le signe de la courbure algébrique dépend du sens ol on tourne.

Proposition 426

—

N(s) = —K(s)T(s)

Calcul explicite de la courbure en coordonnées cartésiennes

Supposons donné un arc paramétré par f : ¢t — (z(t),y(t)). Le vecteur tangent unitaire en M = f(¢) est donné

/ /
par Ty(t) = <:;3,((8, i,ég), avec ' = \/x’2 + y'2. Ceci donne :

5/2 ’ 5/2

282 — s
o3 T

<l’”(l’l2 + y/2) _ :L'/(:C/:L'” + y/y//). >
o3 T

B ,x”y’ _ I,y”‘
—_— yT’...

. 28 — s s — s
() = ( Wy

ce qui donne

/ /
Comme N, (t) = (_y (t); ’ (t)), cela donne

K(t _ $/y// o :r”y'
(2 + y2)3

En polaire, on reparamétrise la courbe par la fonction f : 0 — (p(6) cos8; p(f) sinf). Ce qui donne apres calcul :

2 12 1"
p-+2p" —pp
K(t) ="~
(p* + p)2
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Chapitre 15

Les Espaces Vectoriels Normés

Objectifs :
1. Savoir démontrer qu’une application est une norme.
Savoir a quoi ressemble une boule pour les normes usuelles. Savoir tracer une boule dans le cas contraire.
Savoir étudier la convergence d’une suite.
Savoir montrer qu’une application est k—lipschitzienne.
Savoir montrer que deux normes sont équivalentes, ou qu’elles ne le sont pas.

Awvoir compris la signification des relations de comparaison entre les suites.

NS SA e e

Savoir montrer qu’une partie est ouverte ou ne l’est pas. Savoir montrer qu’une partie est fermée, ou ne
l’est pas.

15.1 Les Normes

Dans tout le paragraphe, E désignera un K-espace vectoriel avec K = R ou C.

Définition 427

Une norme sur F est une application N : E — RT qui vérifie :
1. V(A 2) e Kx E, N(Az) = |AN(z).
2. V(z,y) € E?, N(z+y) < N(x)+ N(y).
3. Ve e E, N(z)=0=2z=0.

Définition 428

Un couple (E, N) ou FE est un espace vectoriel et N est une norme sur E est appelé un espace vectoriel normé.
On dira aussi que E est un espace vectoriel normé.

Exemple: Normes Ni, Na, Ny sur K" et C([a; b)).

Exemple: Norme associée a un produit scalaire — voir le cours sur les espaces euclidiens.

Remarque: On note souvent ||z| au lieu de N(x).

Définition 429

La distance associée a une norme N est I'application :

d: ExE — Rt
(r,y) +— N(z—y)
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On vérifie aisément qu'une distance associée a une norme vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 430
1. Ve,y € E, d(z,y)=0 & zxz=y.

2. V(x,y,2) € B3, d(x,y) <d(z,2)+d(z,y).
3. V(z,y) € E?, d(z,y) = d(y, ).

Ceci nous permet de définir les ensembles particuliers suivants :

Définition 431
Soit x € E, et r € RT.
La boule ouverte de centre a de rayon r est notée B,(a,r), et est définie par :

By(a,r) ={z € E | d(z,a) <r}.

La boule fermée de centre a de rayon r est notée By(a,r), et est définie par :
B¢(a,r) ={z € E | d(z,a) <1}

La sphere de centre a de rayon r est notée S(a,r), et est définie par :

S(a,r) =4z € E | d(z,a) =r}.

15.2 Premieres utilisations

La définition de suite convergente dans un espace vectoriel utilise les normes.

Définition 432
Une suite (un)nen d’éléments de E est dite convergente si et seulement si elle vérifie :

A eE, Ve>0, dIngeN,Vn>ng, |u,—1]<e.

[ s’appelle la limite de la suite. Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

Remarque: Dans la définition, on peut remplacer le < par <.

Proposition 433
La définition de suite convergente peut aussi s’écrire en terme de boules.

dleE, Ve>0, dngeN,Vn >ngy, u,€ B(l,¢).

Remarque: Dans la proposition précédente, les boules peuvent étre aussi bien ouvertes que fermées.

Proposition 434
Lorsqu’une suite est convergente, la limite est unique, on la note lim u,,.

Proposition 435
Soit (un)nen et (vn)nen deux suites convergentes. On suppose que la premiére suite converge vers u et la seconde

converge vers v.
La suite (uy, + A\vp,)nen est convergente de limite u + Av.
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Remarque: On ne peut ecrire lim(uy, + Av,) = limu,, + Alimv,, que lorsqu’au moins 2 des limites existent et en
I'ayant justifié avant.

Corollaire 436

L’ensemble des suites réelles (ou complexes) convergentes est un sous-espaces vectoriel des suites réelles (ou
complexes).

Voyons maintenant une utilisation de la norme pour la classification des fonctions.

Définition 437

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Soit k un réel positif. Soit f une application de E dans F'. On dit
que f est k—lipschitzienne lorsque :

V(w,y) € B2, ||f(z) = fF)ll < kllz —yl.

Remarque: une fonction 0—lipscitzienne est constante.

Exemple: f:xz — 22 est-elle lipschitzienne ? sin est-elle lipschitzienne ?

Proposition 438

L’application z — N (z) est 1-lipschitzienne de (E, N) dans (R,|.|)

Remarque: les fonctions k—lipschitzienne constituent une classe importante qui possede de nombreuses applica-
tions. (cf equadiff, inversion locale, point fixe)

Exemple: |f(z) — f(y)| < klz — y| avec k < 1. Soit (uy)nen une suite définie par : up+1 = f(uy).

Proposition 439

Soit F, F et G trois espaces vectoriels et k, k' des réels positifs. Soit f : E — F et g : F — G des applications
respectivement k et k’-lipschtizienne. Alors, g o f est k’k-lipschitzienne.

15.3 Comparaison des normes

Proposition 440
Soit E un espace vectoriel, et N et N’ deux normes sur E. On a équivalence entre :

— Toute suite convergente de limite 0 pour la norme N converge de limite 0 pour N.
— Il existe un réel a > 0 tel que N’ < aN.

Exercice: Comparer les normes Ny, Ng et Ny, de K”.

Remarque: On a aussi N' < aN < (V(up)nen € BN, (up =y 1) = (up =0 1))

Définition 441

Sur un espace vectoriel E, deux normes N et N’ sont dites équivalentes s’il existe des réels « et 3 strictement
positifs, tels que :
Vz € E, aN(z) < N'(z) < BN(z).

Remarque: 'équivalence des normes est une relation d’équivalence.

Proposition 442

Si N et N’ sont équivalentes, alors elles définissent les mémes suites convergentes.
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Théoréme 443

En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Remarque: Autrement dit, dans un espace vectoriel de dimension finie, il n’existe qu’une seule maniere de décire
la convergence avec des normes.

15.4 Etude des suites en dimension finie

Définition 444

Une partie A d’un espace vectoriel normé est dite bornée, s’il existe un réel M tel que, pour tout x dans A,
]| < M.

Soit X un ensemble quelconque. Une application f : X — F est dite bornée lorsque f(X) est une partie bornée
de E.

Remarque: En dimension finie, les parties bornées pour une norme le sont pour toutes les normes. On a
indépendance de la notion par rapport aux normes.

Remarque: Pour une application bornée f, on peut définir sa norme infinie : Noo(f) = sup||f(z)||. L’ensemble
zeX
des applications bornées de A dans F', noté B(A, F') muni de N4 est un espace vectoriel normé.

Théoreme 445

Pour qu’une suite (uy,),en d'un espace vectoriel E de dimension finie soit convergente, il faut et il suffit que ses
coordonnées dans une base de E soient convergentes.
Dans ce cas, les limites des coordonnées sont les coordonnées de la limite.

Souvent, il est impossible de démontrer la convergence, car on est pas capable de calculer la limite. On a donc
besoin d’'une définition de la convergence indépendante de la limite.

Définition 446

Une suite (u,)peny d'un espace vectoriel normé E est dite de Cauchy si :

Ve>0, ANeN, Vp>qg>N, |up—uql <e.

Remarque: Toute suite convergente est de Cauchy.

Théoréme 447

| Toute suite de Cauchy a valeurs dans R ou C est convergente.

Corollaire 448

‘ Toute suite de Cauchy d’un espace vectoriel de dimension finie est convergente.

(="

n

Exemple: Z est de Cauchy donc converge.
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15.4.1 Comparaison des suites

Définition 449

Soit (un)nen une suite d’un espace vectoriel de dimension finie E. Soit (o, )nen une suite a valeurs réelles. On
dit que :

1. (up)nen est négligeable devant (o, )nen Si :
Ve >0, INEN, Vn >N, |juy <¢e ap.

On note alors u,, = o).
n—-+00

2. (un)nen est dominée par (ap)pen si :

JdJA >0, ANeN, Vn>N, Ju,l <A ayp.

On note alors u,, = O(ay).
n—+o00

Exemple: Soit (uy)neny définit par u, = (In(n)/n,1/n?), et a, = 1/y/n. La suite (up)nen est dominée par
(an)nen et négligeable devant (o, )pen-

Proposition 450

Si la suite (ay,)nen ne s’annule pas, et si :

poy
n—+o00

0,

alors (up)nen est négligeable devant (o, )nen.
Si la suite (ay,)nen ne s’annule pas, et si :

(Hu”H) est bornée.
Qn neN

alors (up)nen est dominé par (ap,)nen.

Définition 451

Soit (a)neN, (Bn)nen deux suites a valeurs réelles ou complexes.

On dit que ces deux suites sont équivalentes lorsque o, — By, = o(am,).
n——+0oo

On note alors o, ~  B,.
n—-+o0o

Proposition 452
~ est une relation d’équivalence.

Proposition 453
Si la suite (au,)nen ne s’annule pas et si :

alors a, ~  fBy.
n—+o0o

Exemple: —— ~
p I+n 1o

3=
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15.5 Topologie
Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé. On va définir des parties particulieres qui seront importantes pour la suite.

Définition 454

1. Une partie Q2 de E est dite ouverte (ou est un ouvert) si et seulement si :
Ve e Q, Je>0, B(zr,e) C.

2. Une partie F' de E est dite fermée (ou est un fermé) si et seulement si son complémentaire est ouvert.

Exercice: Les boules ouvertes sont ouvertes et les boules fermées sont fermées.

Remarque: Une partie fermée ”contient 'intégralité de son bord”. Une partie ouverte "ne contient aucun des
points de son bord”.

Remarque: Il existe des parties ni ouvertes, ni fermées.

Exemple: [0;1] est fermé, |0; 1] est ouvert, [0; 1[ n’est ni I'un ni autre.

Proposition 455

Soient F} et Fy des parties fermées de E. Soient {21 et {29 des parties ouvertes de E. On a les propriétés suivantes :

1. Q1 UQ9 et Q1 Ny sont des ouverts.
2. Fy UFy et Iy N Fy sont des fermés.

Remarque: Attention : une intersection infinie d’ouverts n’est pas forcément ouverte. De méme une union infinie
de fermé n’est pas forcément fermée.

Définition 456

Soit A une partie de E, et soit z € A.

1. On dit que z est un point intérieur a A si :
Je >0, B(z,e) C A.

2. On dit que x est un point adhérent a A si :

Ve >0, B(z,e)NA#0D.

Remarque: Un point intérieur est adhérent.

Proposition 457
Un point = est adhérent & A si et seulement s'il existe une suite (uy),en de A qui converge vers x.

Proposition 458

Une partie F' de E est fermée si et seulement si elle contient tous ses points adhérents.

Corollaire 459

Une partie F' de E est fermée si et seulement si toute suite convergente de F' converge dans F'.




Chapitre 16

Etude locale d’une application

Objectifs :

1. Avoir compris et savoir utiliser les notions de limite et de continuité.
Savoir calculer une limite et étudier la continuité d’une fonction.
Savoir comparer des fonctions.

Savoir étudier la continuité d’une application linéaire, savoir calculer sa norme subordonnée.

Gt o e

Savoir montrer la compacité d’une partie d’un espace vectoriel, savoir utiliser la compacité.

16.1 Limites des applications

Soit E et F' deux espaces vectoriels normés de dimensions finies. On notera || - || la norme sur chacun de ces espaces.

Définition 460

Soit f: A C EF — F une application et ¢ un point adhérent a A. Soit b € F', on dit que f admet b pour limite
en a si:

Ve >0, 30 >0, Vae A, |l —a| <d=|f(x)—0b|| <e.
< (z € B(a,d) = f(z) € B(b,e))
& [ (Ba5)) C Blbe)
Lorsque a € A, on dit que f est continue en a, et dans ce cas b = f(a).

Si ce n’est pas le cas, on peut prolonger f par continuité en posant f(a) = b. Réciproquement, si I'on peut
prolonger f par continuité en a alors f posséde une limite en a.

Définition 461

Dans le cas ou E = R, on dit que la limite de f en +o0 est [ si :

Ve>0, JA>0, Va> A4, |f(z) -1 <e.

Remarque: On définit de maniere analogue la limite en —oo.

Définition 462

Dans le cas ou F' = R, on dit que la limite de f en a point adhérent & A est 400 si :

VA>0, In>0, [z—al<n, flz)=A
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Remarque: On définit de maniere analogue le fait que f tend vers —oo.

Proposition 463

La limite lorsqu’elle existe est unique. On note alors lim f(x) la limite en a de f.
Tr—a

Proposition 464 (Composition des limites)

Soit E, F et GG trois espaces vectoriels normés. Soit A une partie de F, soit f : A — F, Soit B une partie de F
tel que f(A) C B, soit g : B — G. On peut définir I’application composée g o f.

Supposons que :

— f admet une limite en un point a adhérent & A.

— lim f =b.

- gaadmet une limite ¢ en b.

Alors :

g o f admet une limite en a et cette limite vaut c.

Remarque: Par continuité de f, b est adhérent a f(A).

Exemple: x +— "% est continue.

Corollaire 465

La composée de deux fonctions continues est continue.

Proposition 466

Pour qu’une fonction f: A — F, ou F' est muni d’une base B = (ey,...,e,), admette une limite en a adhérent
a A, il faut et il suffit que les applications coordonnées e} o f admettent une limite en a adhérent a A.
Dans ce cas, les limites des coordonnées sont les coordonnées de la limite.

Exemple: f:xz+— (ln|1 +z,vV1+ 1’2) est continue sur | — 1; +o0.

Proposition 467

Soit f et g deux fonctions d’une partie A d’un espace vectoriel normé E dans un espace vectoriel normé F'. Soit
A une fonction de A dans K. Soit a un point adhérent a A.

Supposons que lim f, lim g et lim A\ existent et valent respectivement, if, [, et [y. On a :
Tr—a r—a r—a

1. lim f + g existe et vaut [y + 1.

Tr—a

2. lim X - f existe et vaut [y - Iy.
Tr—a

On va maintenant voir une autre méthode pour caractériser les limites.

Proposition 468

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. Soit f : A — F, soit a un point adhérent a A. lim f existe si
a

et seulement si (f(un)), ey converge pour toute suite (u,)nen de A qui converge vers a (qui existe par définition
d’un point adhérent).
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16.2 Continuité des applications

16.2.1 Premiers résultats

Le paragraphe précédent nous a fournit déja plusieurs résultats :

Proposition 469
La somme, le produit externe, la composition d’applications continues est continues.

Proposition 470
Si I'espace d’arrivée est R ou C, le produit de deux fonctions continues est continues.

Proposition 471
Les applications continues C(E, F') forment un espace vectoriel, sous-espace vectoriel des applications de

FE dans F.
Les applications continues C(E,K) forment une algebre, sous-algebre des applications de E dans K.

Proposition 472
Une application a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie muni d’une base B est continue si et

seulement si ses applications coordonnées sont continues.

Proposition 473
Une application f est continue en un point a si et seulement si pour toute suite (up)neny qui converge vers

a, (f(un))nen converge vers f(a), si et seulement si pour toute suite (uy)nen qui converge vers a, (f(un))neN

converge

Proposition 474
Si f:ACE — F est continue, alors sa restriction f|p: B C A — F est aussi continue.

16.2.2 Caractérisation topologique

Proposition 475
Soit F et F' des espaces vectoriels normés.

Si une application f : F — F est continue, alors 'image réciproque de tout ouvert est ouverte.
Si une application f : E — F est continue, alors 'image réciproque de tout fermé est fermée.

Remarque: (La réciproque est vraie et hors programme).

Corollaire 476

En particulier, si f : E — R est continue, alors pour tout A € R :
1. {x € E'| f(x) > A} est ouvert.
2. {z € E| f(x) > A} est fermé.
3. {zr € E| f(x) = A} est fermé.

Remarque: Cette propriété sert surtout a démontrer qu'une partie est ouverte ou fermé.
Exemple: Soit E un espace vectoriel de dimension finie. det : £L(F) — K est une application continue (on verra

la raison plus tard), donc :
{u € L(E) | det(u) = 0} est un fermé.
Donc la limite d’application non-injective est non-injective. Limite pour quelle norme? ?
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16.2.3 Relations de comparaison

Définition 477

Soit f une application d’un espace vectoriel normé E dans un espace vectoriel normé F', soit a € E et ¢ une
application de F dans R qui ne s’annule pas sur E \ a.

— On dit que f est dominée par ¢ en a, ce qu’on note f = O(y) si :
dM >0, 3IA>0,Vx € B(z, M), |f(z)] <Ap(z).
— On dit que f est négligeable devant ¢ en a, ce qu’on note f = o(yp) si :

Ve >0 3IM >0, Ve e B(x,M), ||f(x)| <ep(z).

3

Ttz O().

Exemple: 22 = o(z) et

16.3 Continuité des applications linéaires

Dans ce paragraphe, on utilisera les espaces vectoriels normés de dimension finie (E, N), (F,N'), (G,N"). Tout
ce qui va étre fait est FAUX en dimension infinie.

Théoréme 478

Soit u une application linéaire de F dans F'. Il existe un nombre réel k tel que u est k-lipschitzienne, autrement
dit :
Vz € E, N'(u(z)) <kN(z).

u est donc continue.

Définition 479

On peut donc définir pour un endomorphisme u :

lull = sup N'(u()).
N(x)<1

C’est une norme, qu’on appelle norme subordonnée & N et N'.

Remarque: On a aussi ||ul| = sup N'(u(z)).
N(z)=1

Théoréme 480

(L(E,F),||.]|) est un espace vectoriel normé.

Proposition 481

Soit u € L(E, F), soit x € F, on a :
N'(u(x)) < [Jul|N ().

Le cas ou F = F, nous amene a étudier le comportement de la norme par rapport a la composition.

Théoréme 482

Soit u € L(F,G) et ve L(E,F). On a:

[ o vf| < lull[v]]-
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Définition 483

On dit que (L(E), ||.||) est une algebre normée.

Théoréeme 484

Soit B une application bilinéaire de F x F' dans G. Il existe k > 0 tel que :
V(z,y) € ExF, N"(B(z,y)) < kN(z)N'(y).

B est donc continue.

Application: Continuité des produits internes, externes, et scalaires.

Application: Continuité du déterminant.

16.4 Compacité

Définition 485

Une partie K non-vide d’un espace vectoriel de dimension finie est dite compacte si elle est fermée et bornée.

Remarque: On dira parfois un compact plutét qu'une partie compacte.

Exemple: les intervalles de la forme [a;b], avec a < b sont des parties compactes de R.

Proposition 486
‘ L’image d’un compact par une application continue est un compact.

Corollaire 487

‘ Une fonction f: £ — R continue sur un compact K admet des extremums et les atteint.

Lemme 488

‘ Un compact de R contient ses bornes.




116 CHAPITRE 16. ETUDE LOCALE D’'UNE APPLICATION




Chapitre 17

Dérivation des fonctions a valeurs
vectorielles

Dans tout le chapitre, K = R ou C. Toutes les fonctions considérées seront définies sur un intervalle I de R et a
valeurs dans un K—espace vectoriel de dimension finie.

17.1 Dérivée en un point

Définition 489

Soit f une application de I dans E, et soit a € I, on dit que :
— f est dérivable & droite en a si et seulement si :
iy o fl) = fla)
fa(a) xﬁ%yn;»(l - existe.
fi(a) s’appelle alors la dérivée a droite de f en a.
— f est dérivable a gauche en a si et seulement si :
iy o fl) = fla)
fo(a) xﬁ%’rr;Ka - existe.
f;(a) s’appelle alors la dérivée a gauche de f en a.
— f est dérivable en a si et seulement si :
f'(a) = lim @) = J(a) existe.
T—a T —a
f'(a) s’appelle alors la dérivée a droite de f en a.

Proposition 490

Une fonction est dérivable en a € I si et seulement si elle est dérivable a droite et a gauche en a et si fy(a) = f;(a).

Remarque: On peut représenter une telle fonction par une courbe dans l'espace vectoriel E, la dérivée en a
donne alors un vecteur tangent a cette courbe en f(a).

On peut voir une telle fonction comme une trajectoire d’un point matériel dans I’espace vectoriel F, la dérivée en
a est alors le vecteur vitesse du point matériel a l'instant ¢t = a.
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Définition 491

Lorsqu’une fonction est dérivable en a, on note :

Fa) -t 1) =@

T—a T —a

On note aussi f,(a) et fj(a) les dérivées a gauche et a droite lorsqu’elles existent.

Proposition 492

f est dérivable en a si et seulement si il existe [ € E tel qu’au voisinage de a :

f(z) = f(a) + (z — a)l + o(x — a).

Et dans ce cas, f'(a) = L.

Exemple: Soit f : x +— In(1+ z), on sait que f'(0) = 1. Alors In(1 + x) =, 0  + o(z).

Corollaire 493

Si f est dérivable (resp. a gauche, a droite) en a, elle est continue (resp. & gauche, a droite) en a.

Définition 494

Une fonction f: I — E est dite dérivable lorsqu’elle est dérivable en tout point de I (éventuellement dérivable
a droite, si la borne supérieur de I est dans I et & gauche si la borne inférieur de I est dans I'). On note alors :

Df: I — E

z — f(x)

d
Il arrive qu’on note f’ ou bien d—f cette application.
x

Proposition 495

Soit a € I. Soient f et g deux applications dérivables en a. Soit A € K. Alors f 4+ Ag est dérivable en a et :

(f +Ag)(a) = f'(a) + Ag'(a).

Si f et g sont dérivables, alors :
D(f + Ag) = D(f) + AD(g).

Proposition 496

Soit f une application dérivable et soit u € L(E), alors u(f) est dérivable, et :

D(u(f)) = u(D(f))-

Proposition 497
Soient f et g deux applications dérivables et soit B une application bilinéaire de E x E dans F, B(f,g) est

dérivable et :
D(B(f.g9)) = B(D(f),9) + B(f, D(g))-

Remarque: On retrouve la la formule de dérivation d’un produit.

Application: Si E est un espace préhilbertien et si f et g sont dérivables alors (f|g) est dérivable, et :

D(flg) = (Dflg) + (f|Dg).
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En particulier,

Dl fll2 = (Df[f) + (fIDf).

Si la norme de f est une constante et si I’espace préhibertien est réel, alors f et Df sont orthogonaux.

Proposition 498

Si B = (e1,...,ey) est une base de E (de dimension finie), alors f est dérivable si et seulement si chacune des
ef o f est dérivable.

Les coordonnées de la dérivée sont alors la dérivée des coordonnées.

Corollaire 499

Une application de I dans C est dérivable si et seulement si R(f) et S(f) le sont si et seulement si f I’est. On a
alors :

D(f) = DR(f)) +iD(3(f)) et D(f) = D(f).

Proposition 500

Soit f une application continue sur I = (a;b) et dérivable sur I =]a;b[, alors : f est constante si et seulement si
Df est la fonction nulle.

1
Exemple: x — arctanx + arctan —
x

17.2 Applications de classe C*

Définition 501

Une application f de I dans R est de classe C! si elle est dérivable et si application D f est continue.

Proposition 502

L’ensemble des applications de classe C* de I dans E, que I'on note C*(I, E), est un espace vectoriel, sous-espace
vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions de I dans FE.

Définition 503

Soit k € N*. La dérivée k%™ d’une application (si elle est existe), est notée D®) £ et est définie par :

D® = D(D*Vf)yet DOF =

dk

d—{. Lorsque D) f existe, on dit que f est dérivable k fois.
L )

Une application f, k fois dérivable et dont la dérivée k"¢ est continue est dite de classe C*.

On note parfois la dérivée k™€ f(¥) ou bien

Remarque: Avec cette définition, les fonctions de classe C? sont les fonctions continues.

Définition 504
Une application f est dite de classe C™ si elle est de classe C* pour tout k € N.

Proposition 505

L’ensemble des applications de classe C* de I dans E, que ’on note C* (I, E), est un espace vectoriel, sous-espace
vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions de I dans FE.

L’ensemble des applications de classe C*° de I dans FE, que l'on note C*°(I, E'), est un espace vectoriel, sous-
espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions de I dans F.
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Proposition 506

Si f est de classe C*, alors Df est de classe CF~1.

Proposition 507
Si £ =R ou C, alors on dispose dans I'espace C*(I, E), k € NU {oo} d’un produit interne définit par :

(f9)(x) = f(x)g(x).

Avec ce produit interne, C*(I, E) posséde une structure de K—algebre, sous-algebre des fonctions de I dans E.
Et on a :

k
D (fg) = 3 D fDb-,
n=0

(Formule de Leibniz)

Proposition 508

‘ Si@:J— I estdeclasse C¥ et f: 1 — E est de classe C¥, alors la composée f o ¢ est classe CF.

Définition 509

Pour k > 1, une fonction f de I dans J C R est un C*—diffémorphisme si f est bijective et que f et f~! sont
de classe C*.

Théoréeme 510

Une fonction ¢ de classe C* sur un intervalle J est un C*—difféomorphisme de J sur I = o(.J) si et seulement
si, pour tout élément ¢ de J, ¢'(t) # 0.

Remarque: Ce théoreme est trés pratique car, s’il est relativement simple de montrer qu'une fonction est de
classe C* et que sa dérivée ne s’annule pas, il est souvent impossible de calculer explicitement f~! et ainsi de
montrer que f~! est de classe C*.

17.3 Applications de classe C* par morceaux

Définition 511

Une application f & valeurs dans E est dote C* par morceaux sur un segment [a; b], ot 1 < k < 400, s'il existe une
subdivision (ag,...,a,) de [a;b] telle que la restriction de f & chacun des intervalles ]a;; a;11] soit prolongeable
a une fonction de classe C* sur [a;; air1], autrement dit s'il existe g € C*([ai; ait1]) tel que glig;a;, [ = Fllasasa

Définition 512

Une fonction f est dite de classe C* par morceaux sur un intervalle quelconque I si sa restriction & tout segment
de I est de classe C* par morceaux.

Exemple:

1. f:xzw— |sin(x)| est de classe C* par morceaux sur R.

2. fix— { z’ stz >0 n’est pas C? par morceaux.

0, sinon
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Définition 513
Soit f une application de classe C* par morceaux sur [a;b], et (ag, ..., a,) la subdivision subordonnée & f. On

définit les dérivées succesives de f par :

Dif: [a;b]\{ag,...,an} —> E
x — D’ f(x),

pour 5 < k.

Proposition 514
Si f est continue sur I et de classe C' par morceaux sur I, f est constante si et seulement si D f = 0.
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Chapitre 18

Intégration sur un segment des fonctions a
valeurs vectorielles

Objectifs :
1. Connaitre et avoir compris la construction de l’intégrale.

2. Connaitre les propriétés de l'intégrale (linéarité, positivité, relation de Chasles).
Dans tout le chapitre, K = R ou C. Toutes les fonctions considérées seront définies sur un intervalle I de R et a
valeurs dans un K—espace vectoriel. Tous les K—espaces vectoriels considérés seront de dimension finie.

18.1 Définitions et premieres propriétés

18.1.1 Cas des fonctions en escaliers

Définition 515

Soit ¢ une fonction en escalier d'un segment J = [a; b] dans E. Soit o = (aq, . .., a,) une subdivision subordonnée
a ¢ (ap = a et a, = b). On définie I'intégrale de ¢ sur J par :

=l air1 +a
o ) o i+1 9
/J(P = ;(al-‘rl az)()@ ( 9 > .

b
Cette intégrale peut aussi étre noté / ¢ ou bien / v (b>a).
a

[a;b]

Définition 516
On appelle indicatrice d’un segment [a;b] qu’on note X[a;p] la fonction en escalier définie par :

1, siz € [a;b]
X[ait) (%) _{ 0, sinon.

d
Remarque: Si [a;b] C [c;d], alors / X[asp] = b — a.

Proposition 517 (linéarité de I’intégrale)
Si ¢ et ¥ sont des applications en escalier sur un segment J et a valeurs dans F, et si A € K, alors :

/Jtp—l—Mﬁz/J<p+A/Jz/z.
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Proposition 518

Si ¢ est une application en escalier sur un segment J et a valeurs dans F, et si f € L(E, F), alors :

/Jf(w)zf(/}w)-
Proposition 519

Si ¢ est une application en escalier sur un segment J et a valeurs dans F, et si ||.|| est une norme sur E, alors :

|[¢] < [e

18.1.2 Cas des fonctions continues par morceaux

Définition 520

Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment J et a valeurs dans FE. Il existe donc une suite
d’applications en escaliers (¢, )nen qui converge uniformément vers f. On définit I'intégrale de f sur J par :

/f: lim On-
J n—-+o0o J

Proposition 521 (linéarité de l’intégrale)

Si f et g sont des applications continues par morceaux sur un segment J et a valeurs dans F, et si A € K, alors :

/f+)\g:/f+>\/g.
J J J
Proposition 522

Si f est une application continue par morceaux sur un segment J et & valeurs dans E, et si ¥ € L(FE, F), alors :

o= (1)

Corollaire 523

n
Si B = (e1,...,e,) est une base de F, et si f est une application continue par morceaux telle que f = Z fi€i,
i=1
alors :

Corollaire 524

Si f est une application continue a valeurs dans C alors :

A=
/J S(f) =

f7 =

=

&0
7 N N
kﬁ
"

S—
N

o
~
N—
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Proposition 525
Si f est une application continue par morceaux sur un segment J et a valeurs dans FE, et si ||.|| est une norme

|[ 1] < [

sur F, alors :

18.2 Positivité de I’intégrale

Proposition 526

Soit f une application continue par morceaux sur un segment J, a valeurs réelles positives, alors / f=0.
J

Corollaire 527

Si f et g sont des applications continues par morceaux sur un segment J a valeurs réelles telle que f < g, alors

[

Corollaire 528

Si f est une application continue a valeurs positives, alors :

/Jf:O@fzo.

Remarque: Ceci s’utilise aussi sous forme contraposée :
S’il existe x € J tel que f(x) > 0, et si f est continue sur J et a valeurs positives sur J, alors I'intégrale de f sur

J est strictement positive.

18.3 Prolongement de I’intégrale

Proposition 529
Les intégrales de deux fonctions continues par morceaux coincidant sauf sur une partie finie de J sont égales.

Ce qui rend cohérente la définition suivante.

Définition 530
Soit f définie sur un segment [a; b] privé d’une subdivision S = (ao, ..., a,) de [a;b], telle que la restriction de f

a chaque intervalle |a;; a;11] soit prolongeable par continuité sur [a;; a;4+1] en une fonction continue par morceaux
fi. Alors on définit :

n—1

[= / fi.
[a;0] Z [as;aiq1]

1=0

18.4 Modification de l’intervalle d’intégration, relation de Chasles

Proposition 531

Si K est un segment contenu dans J et f une application continue par morceaux sur J, / f= / XK f-
K J
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Corollaire 532

Soit a < ¢ < b des réels et f une application continue par morceaux sur [a; b|, alors

/[a;b] /= /[a;C] I /[c;b] 4

Définition 533

Soit f une fonction continue par morceaux sur [c;d] et a,b € [¢;d], on définit :

f(t)dt, sia<b
b

/a  Fydt = /[

- / f(t)dt, sinon.
[b;a]

D’apres ce qui précede, on a la relation suivante,

Corollaire 534 (Relation de Chasles)

Soit a, b, ¢ des réels de J et f une application continue par morceaux sur J, alors

/abf—/achr/be.

18.5 Majoration d’intégrales

Proposition 535 (Inégalité de la moyenne)
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a;b], alors on a les inégalités suivantes :

L

< [ W@l

) (Z,b

Proposition 536
Si f et g sont des fonctions continues par morceaux sur .J et si f est a valeurs réelles positives, alors :

| [ 1s] < [1sa1 < swptan [ 1

b
Remarque: Les mémes relations sont valables pour 'intégrale / , mais il faut faire attention aux signes.
a

a
t
Exemple: / AT 1 < (arctana)?.

0 ].+LE2



Chapitre 19

Dérivation et intégration, Formules de
Taylor

Objectifs :
1. Savoir calculer intégrales et primitives.
2. Connaitre et savoir utiliser linégalité des accroissements finis, ainsi que les formules de Taylor.

Dans tout le chapitre, K = R ou C. Toutes les fonctions considérées seront définies sur un intervalle I de R et a
valeurs dans un K—espace vectoriel de dimension finie.

19.1 Primitives et intégrale d’une fonction continue

Définition 537

Soit f une application continue de I dans E. Une primitive de f est une application de classe C telle que pour
tout z € I, ¢'(x) = f(z).

On peut étendre cette définition aux applications continues par morceaux :

Si f est une application continue par morceaux de I dans E. Une primitive de f est une application continue de
classe C! par morceaux telle que pour tout o € I, si f est continue en x, alors g est dérivable en x et ¢/(z) = f(x).

Proposition 538
Deux primitives d’une méme application different d’une constante.

Théoréme 539 (Théoréme fondamental)

Soient f une application continue de I dans un espace vectoriel E et a € I, alors :
x

— L’application x / f est 'unique primitive de f qui s’annule en a, et pour toute primitive h de f sur [ :
a

/ f(t)dt = h(z) — h(a).
— Pour toute application de classe C' sur I,

f(2) — fla) = / " (.

Remarque: Ce théoreme peut étre étendu de la maniere suivante :
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Théoreme 540
Soient f une application continue par morceaux de I dans un espace vectoriel E et a € I, alors :
xr

L’application x — f est 'unique primitive de f qui s’annule en a, et pour toute primitive A de f sur I :
a

/ " Ft)dt = h(z) — h(a).

Théoréme 541
Soient f une application continue de I dans un espace vectoriel E et de classe C' par morceaux, et a € I, alors :

f(@) - fla) = / " D)@t

Proposition 542 (Intégration par parties)
Soit f et g deux fonctions de classe C! sur un intervalle [a; b], alors :

b b
[ @) @iz = (gl - [ F@gla)de.

Remarque: En utilisant I’extension du théoreme fondamental, on peut généraliser ce théoreme de la maniere

suivante.

Proposition 543 (Intégration par parties)
Soit f et g deux fonctions continues et de classe C' par morceaux sur un intervalle [a; b], alors :

b b
/ f(@)D(g)(@)d = [f(x)g(x)]’ / D(f)(x)g(x)d.

Exercice: Intégrale de Wallis.

Proposition 544 (Changement de variable)
Soit f une fonction continue sur [a; b] et & valeurs dans un espace vectoriel E et ¢ une fonction de classe C! sur

[a; B] & valeurs dans [a;b], on a alors :

o(B) B
/ f(t)dt = / Fl(w) ! (w)du.
o(a) a

On peut étendre ce théoreme aux fonctions continues par morceaux.

Proposition 545
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a;b] et & valeurs dans un espace vectoriel E et ¢ une fonction

de classe C! sur [o; 8] & valeurs dans [a;b] et strictement monotone, on a alors :

w(B) B8
/ f(t)dt = / Flo(w)¢ (u)da.
o(a) a

1
Exemple: Calculer / vV 1+ 22dx.
0
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19.2 Etude globale des fonctions de classe C'!

Théoréme 546 (Inégalités des accroissements finis)

Soit f une application continue sur [a;b] avec b > a et de classe C! sur ]a;b[. Si pour tout élément ¢ de ]a; b,
IlF/ ()] < A, alors

1£(b) = f(@)| < A(b—a)

Remarque: Ce théoreme est ’écriture mathématique de ’assertion suivante. Si pendant n heures on se déplace
au plus & v km/h, alors on se déplacera d’au plus nv kilometres.

Ce théoreme peut se généraliser au fonctions C'' par morceaux.

Théoréme 547 (Inégalités des accroissements finis)

Soit f une application continue sur [a;b] avec b > a et de classe C'! par morceaux sur ]a; b[. Si pour tout élément
t de Ja; b[ ot f'(t) est défini, || f/(¢)]| < A, alors

1£(b) = f(@)| < A(b—a)

Voyons maintenant un autre résultat important pour les fonctions de classe C.

Théoréme 548 (Prolongement)

Soit f une application continue sur [a;b] et de classe C! sur ]a;b]. Si f/ admet une limite finie en a, alors f est
de classe C! sur [a;b].

Corollaire 549

Si f est continue sur [a;b], et de classe C* sur ]a; b], et si pour tout € [1;k], D" f admet une limite finie en a,
alors f est de classe C* sur [a;b].

19.3 Formules de Taylor

Théoréme 550 (Formule de Taylor avec reste intégrale)

Soit f de classe C* sur un intervalle I et de classe C**! par morceaux sur I. Soient a € I, et h tel que a+h € I,
on a alors :

k a+h _\k
fla+h) = f(a)+ %f’(a) +..+ %f(k)(a) +/a Wf(kﬂ)(t)dt.

Définition 551

Cette décomposition s’écrit sous la forme :
fla+ h) = Pk(h) + Ri(h),

ol Py est un polynome de degré k. Ry s’appelle le reste intégral d’ordre k.

Théoréme 552 (Inégalité de Taylor-Lagrange)

Dans les conditions du théoreme précédent, on a :

k+1
1R <

(k+1)
sup ||f t
(k + D! tefaa+h) I @l
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Théoréme 553 (Taylor-Young)

Soit f une application de classe C* de I, il existe des vecteurs ag, ..., a; de E tels que au voisinage de a € I :

fla+h) =ag+ath+ ...+ aph® + o(h¥).

Définition 554

Soit f une application continue sur I, s’il existe des vecteurs ag, ..., a; de E tels que au voisinage de a € I :
fla+h) =ap+arh+...+ah® + o(h*).

Alors on dit que f admet un dévelloppement limité ou DL a 'ordre k en a.

Remarque: Si une fonction admet un DL & I'ordre k, elle n’est pas forcément de classe C* : f(z) = 1+x + 22 +
1

o3 sin <> .
x

Théoréme 555 (Primitivation d’un DL)

Si f est une fonction continue qui admet un dévelloppement limité & l'ordre & en a,
fla+h)=ag+arh+...+aph®+o(h¥).

alors une primitive F' de f possede un développement limité a l'ordre k + 1 en a qui est :

2 hk+1

h
F(a+h):F(a)—i—aoh—kal?—l—...—i—akk_i_l

+ o(h* 1.

Théoréme 556 (Dérivation d’un DL)

Si f est un fonction de classe C! telle que sa dérivée D f admette un dévelloppement limité & 'ordre k en a,
Df(a+h)=ag+arh+ ...+ aph® + o(h¥).

alors f possede un développement limité a ’ordre k + 1 en a qui est :

2 hk-i—l

f(a+h):f(a)+aoh+a1h—+...+ak

E+1
5 k+1+0(h ).




Chapitre 20

Fonctions de plusieurs variables

Objectifs :

1. Savoir calculer et utiliser la différentielle d’une fonction.
Savoir étudier une courbe ou une surface paramétrée ou définie de maniére implicite.
Savoir étudier les coniques et les quadriques.

Savoir calculer une intégrale multiple, une intégrale curviligne.

G Lo e

Awvoir compris la notion de forme différentielle.

20.1 Calcul différentiel

20.1.1 Définitions et premieres propriétés

Dans toute la suite, f est une fonction de U dans F', ou E et F' sont des espaces vectoriels de dimension finie et
U est un ouvert de E.

Définition 557

f est différentiable en a € U si et seulement s’il existe une application linéaire df (a) € L(E, F) telle que :

fla+h) = f(a) —df(a)(h) = o(h).

h—0

df (a) est appelée différentielle de f en a (ou bien application linéaire tangente).

Remarque: On note parfois df, au lieu de df (a).

Remarque: Si f est différentiable en a, il est clair que f est continue en a.

Remarque: f est différentiable en a signifie que f peut étre ”bien” approchée au voisinage de a par une application
affine :

fla+h) = f(a)+dfa)(h) +ofh).

Proposition 558

Si f est différentiable en a, la différentielle en a est unique.

Proposition 559

Si f et g sont différentiables en a, alors pour tout A € K, f 4+ A\g est différentiable en a et

d(f + Ag)(a) = df (a) + Adg(a).

131



132 CHAPITRE 20. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Définition 560

Si pour tout a € U, f est différentiable en a, alors on dit que f est différentiable sur U et la différentielle de f
est 'application

df :U — L(E,F)
a — df(a).

Exemple: Siu e L(E,F), alors pour tout a € E, u est différentiable en a et du(a) = u.
Si f: R — F, alors pour tout a € F, si f est dérivable en a, alors f est différentiable en a et df (a)(h) = h- f'(a).

Exercice: Justifier les deux exemples précédents.

Définition 561

Soit @ € U et h € E. Comme U est ouvert, il existe § > 0 tel que pour tout t €] — 0;6[, a + th € U. On peut
alors définir :

op: | =690 — U
t —  f(a+th)

Si @y, est dérivable a l'origine, alors on dit que f est dérivable selon le vecteur h, et la dérivée de f en a selon
un vecteur h est

Difla)=#(0)= 1m LOFW=S@ p
t—0 t
a+thelU

Exemple: Si f : U € R? — R, est différentiable en a = (x0,%0), et si I'on trace la surface de R définie par

S ={(r,y,2) €ER3 | (x,9) € U et f(z,y) = 2}, la dérivée de f en a selon le vecteur u est la pente de la tangente
de la courbe définie par SN P, ou P est le plan affine (xg,yo,0) + Vect(u,e,). (Faire un dessin).

Proposition 562
Si f est différentiable en a, alors f admet une dérivée en a selon tout vecteur h et

er
Dujt) =T} 00
€L(E,F) €E

Définition 563

0
Si (eq,...,en) est une base de E, alors pour tout i, si elle existe, D, f(a) est notée / (a) € F ou bien D;f(a).
2
On note D;f : a+— D;f(a). Z

Remarque: Les D;f se calculent comme des dérivées ”classiques” en dérivant par rapport & x; et en considérant
les autres variables comme des constantes.

Proposition 564
Si f est différentiable en a, alors

On note alors :

df =) oy
=1

avec dz; : U — E* une application constante telle que dz;(a) = €.
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Remarque: On a donc

Il arrive qu’on note abusivement dx; pour 'application constante égale a e.

Définition 565
On dit que f est de classe C! (ou contintiment différentiable) lorsque pour tout i, D;f est définie et continue

sur U.

Théoréme 566
Si les dérivées partielles D; f sont continues sur U, alors f est différentiable en tout point a de U.

Remarque: La différentielle est alors continue.

Proposition 567

Si f et g sont de classe C! sur U, & valeurs dans F. Pour A € K f + \g est de classe C! sur U et

d(f+ Ag) = df + \dg.

Exemple: f: (x,y) > cos(z? + zy).

20.1.2 Composition

Proposition 568

Sif:U—Fetg:V — G sont de classe C! et f(U) C V. Avec U ouvert de E et V ouvert de F. Alors go f
est de classe C! et

VaeU, VheE, d(go f)(a)(h) =dg(f(a))(df(a)(h)) = (dg(f(a)) o df(a)) (R).

Autrement dit :
d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

Remarque: Si f et g sont des fonctions réelles de la variable réelle, on retrouve (f o g)'(a) = ¢'(f(a)) x f'(a).

Corollaire 569

Siu € L(F,G), alors
d(u o f)(a)(h) = u(df (a)(h)).

Corollaire 570

Si (u1,...,u,) est une base de F', on a
d(ug o f)(a)(h) = ui(df (a)(h)).

Autrement dit, si f; est la i application coordonnée de f, df;(a)(h) est la i€ coordonnée de df (a)(h). Donc
les df; sont les coordonnées de df.
En particulier, les D; f; sont les coordonnées de D; f.
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Corollaire 571

Si@: I — U avec I intervalle de R :

h(f o) (a) = d(f o p)(a)(h) = df (¢(a))(he'(a)) = hdf (p(a)) (¥ ().

Exemple: Calculer la différentielle de f : (z,y) — cos(z)sh(y).
En déduire la dérivée de g : x +— cos(arctan(z))sh(arctan(z))

C' —Difféomorphismes

Définition 572

f: U — V est un C'—difféomorphisme si et seulement si f est bijective, et f et f~! sont de classe C1. (V est
un ouvert de F).

Remarque: Un difféfomorphisme est nécessairement définie d’un ouvert sur un ouvert.

Proposition 573
Soit f un C!'—difféomorphisme de U sur V, alors, pour tout a € U, df (a) est inversible et pour tout b € V, et

tout h € F, :
1

d(f=H®)(h) = [df (f7H ()] (h).

Remarque: Pour un difféomorphisme, on a nécessairement dim £ = dim F'.

Définition 574

Si f:U — F est de classe C!, et si on dispose d'une base (ei,...,e,) de E et d'une base (f1,..., f,) de F, on
note

Jof = (Djfi(a)) peppixpng € Mpn(K) et jacaf = det(Jof).
Jof est en fait la matrice de df (a) donnée dans les bases de E et F.

Remarque: On a donc Ju(f o g) = Jy@q)gJaf (si on dispose de bases de E, F' et G).

Théoréme 575

Si f:U — F est de classe C! et injective, et si pour tout a € U, jacef # 0, alors f est un C'—difféomorphisme
de U sur f(U).

Remarque: Naturellement, si f est de U dans V, il faut démontrer que f est surjective.

Exercice: Montrer que I'application f : (z,y) + (zy, 2% — 3?) est un C'—difféomorphisme de R} x R sur son
image.

Application: Soit f un C'—difféomorphisme. Soit I' un arc paramétré régulier d’ordre 1, et a € I', donner un
vecteur directeur de la tangente en f(a) a f(I).

20.1.3 Fonctions a valeurs numériques

Proposition 576
On note C(U) I'ensemble des applications de U dans K. C(U) est une algebre.
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Définition 577

Soit f € CY(U). Si E est un espace euclidien, pour tout a € U, il existe un unique vecteur v € E telle que

Vhe B, df(a)(h) = (v|h).

—
(cf le cours sur les espaces euclidiens). v est appellé le gradient de f en a et noté gradf(a).

Proposition 578

Si (e1,...,en) est une base orthonormale de E, alors

gradf(a) = aifl(a)el P %L(Q)en.

Remarque: Le gradient est la direction de ”croissance maximale” de la fonction.

Exemple: Soit f : (x,y) — 22 + y?, calculer le gradient de f. Tracer sur un dessin les courbes définies par
f(x,y) = este. Tracer le gradient en chaque point de coordonnée entiere.

Application: Calcul du minimum par la méthode du gradient.

Théoréme 579 (Accroissements finis)

Soit f: U — R dans C'(U). On suppose que U est convexe (pour tout a,b € U, [a;b] C U). S’il existe M € R
telle que pour tout a € U

ldf (a)l| < M,
alors pour tout a,b dans U, |f(a) — f(b)| < M|b—a].

Corollaire 580

Si f:U — R dans C1(U) vérifie df = 0, alors f est constante. La réciproque est vraie et évidente.

Définition 581
Si f: U — R est différentiable en a € U et si df (a) = 0, alors on dit que a est un point critique pour f.

20.1.4 Dérivée d’ordre k&

On est toujours dans le cas des fonctions a valeurs dans K. Soit f: U — K, U ouvert de E, (eq,...,ey,) une base
f

de E, alors : U — K, on peut donc se poser la question de sa différentiabilité.
€y

Définition 582 (Récursive)
— f est de classe C¥ si toutes les dérivées partielles d’ordre k — 1, avec k > 2. sont de classe C'L.

0
— Les dérivées partielles d’ordre k sont les a—g ou g parcourt les dérivées partielles d’ordre k — 1, avec k > 2.
~

of

0
— Les dérivées partielles d’ordre 1 sont ——, ..., —f
T o0xy,

Exemple: f: (z,y) — x arctan(zy). Calculer toutes les dérivées a l'ordre 2.

Proposition 583
Les fonctions de classe C* sur U, notée C*(U) constituent une K—algebre.
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Proposition 584

Les opérateurs Dj : f+— D, f de C*(U) dans C*~1(U) sont des applications linéaires.

Théoréme 585 (Schwarz)

Si f:U — F est de classe C? sur U, alors pour tout i, j, D;(D;f) = D;(D;f). Autrement dit :

0% f B 0% f
83%6:@ N 8.%']8.%'1

Exemple: Donner un contre exemple.

Définition 586

Soit f: U — R, on dit que :

— f posséde un maximum (resp. minimum) local en a, si il existe € tel que B(a,e) C U et tel que pour tout
z € B(a,e), f(z) < f(a) (resp. f(z) = f(a)).

— f posséde un maximum (resp. minimum) global en a, si pour tout z € U, f(z) < f(a)(resp. f(x) > f(a)).

On dit que lextremum est strict si la seule valeur de x pour laquelle f(x) = f(a) est a.

Remarque: Un maximum global est nécessairement un maximum local.

Proposition 587

Si f admet un extremum local en a € U et si f est différentiable en a, alors df (a) = 0.

Application: Calcul des extremums d’une fonction de plusieurs variables.

20.1.5 Etude des courbes et surfaces

Les coordonnées polaires

Définition 588

Le repere polaire (i, 7) du plan euclidien R? est défini pour tout nombre réel @ par :

g
—~
s
S~—
|

cos #é + sin fes

() = —sinfe) + cosbés

=1

ot (€1, ) est la base canonique de R2.

Proposition 589

du dv

Définition 590

Soit M = (z,y) € R?\ {0}, il existe un unique 6 € [—7; 7| et un unique p € R* tel que M = O + pi(6).
Le couple (p, ) sont les coordonnées polaires du point M. On a alors clairement :

x =pcosf et y=psind.

Théoréme 591
La fonction P :)0; +-00[x] — m; 7[— C telle que P(p,0) = pe'® est un C'—difféomorphisme sur son image.
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Définition 592

Pour un nombre complexe z appartenant a 'image de P, la détermination principale de 'argument de z est
p2(P7L(2)), ot pa : (r,0) — 6. Si 2 € R*, la détermination principale de 'argument de z est 7.

Remarque: Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert U C R2? on définit la fonction F : (r,0)
f(rcos,rsinf). On a, en identifiant C & R%, F = f o P, soit en dérivant :

06—1: = % cosf + g‘;j sin 6
or —grsinQ—i—ﬁTCOSG
06 Ox y
En résolvant ce systeme, on obtient :
aof OF sinf OF
— = cosf— — Y
oy ™ r 00

Courbes définies implicitement

Définition 593

Si F est une application de classe C' d’un ouvert U de R? dans R, la courbe définie implicitement par F est

C={(z,y) €U | F(x,y) = 0}.

Remarque: Une courbe définie implicitement est une ”ligne de niveau” et toute ”ligne de niveau” peut étre vue
comme une courbe définie implicitement.

Remarque: i(C) = {(z,9,0) | (z,y) € R} N {(z,y, F(x,y)) | (z,y) € R?}, avec i : R? x {0} — R? tel que
i(xay70) = (xay)

Définition 594

Soit C la courbe définie précédemment. Un point M = (z,y) de cette courbe est dit singulier si dF(x,y) = 0.
Un point qui n’est pas singulier est dit régulier.

Remarque: En un point singulier, il arrive que la courbe posseéde un point double ou que ce point soit isolé, ou
encore autre chose. Ce point peut aussi avoir une ”allure ordinaire”. En un point régulier, I’allure de la courbe est
toujours ”ordinaire”.

Théoréme 595 (Théoréme des fonctions implicites)

Soit F' I’application définie précédement, et soit (ug,vo) € U telle que F'(ug,vo) = 0. Si (up,vp) # 0, alors, il

ay
existe € > 0 et ¢ :Jug — g;up + e[— R de classe C? tels que :
Vit €lug — e;up + e[, (t,0(t)) € U et F(t,p(t)) =0,

et <p(u0) = 9.

Corollaire 596

Soit (ug,vo) € R? un point régulier, alors C possede une tangente en (ug, vg) d’équation

oF oF OF oF

E(Umvo)ﬂ? + @(Uo,vo)y = %(Uo,vo)uo + ({Ty(u()?vo)vo-
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Remarque: La normale a la courbe en (ug,vp) s’en déduit alors simplement, c’est la droite :

(uo,vo) + vect(ﬁlf(uo, v0)).

2 2
x
Exercice: Soit C lellipse d’équation — + ‘Z—Q =1, avec a et b non nuls. Trouver en tout point M = (zp,y0) € C
a

I’équation de la tangente en M passant par C.

Surfaces paramétrées

Définition 597

Soit f : U — R3 une application de classe C, ot1 U est un ouvert de R%. La surface paramétrée définie par f est

S={f(z,y) | (z,y) € U}.

0 0
Un point régulier d’une telle surface est un point M = f(z,y) tel que a—f(:v, y) A 6—f(x, y) # 0.
x y

Proposition 598
Soit S une surface paramétrée par la fonction f. Pour tout point M = f(ug, vg) régulier de la surface S, il existe

un plan tangent en M a S définie par :

f(ug, vo) + Im(df (up, vo)).

Remarque: La normale a la surface s’en déduit alors simplement, c’est la droite :

f(ug,v0) + vect <g£(uo, vg) A ggj(uo,vo)> .

Exercice: Soit S la surface paramétrée par f : (z,y) — (z,y,22 — 3y? + 3zy — 3). Donner une base du plan
tangent & S en f(1,1), puis en donner une équation cartésienne.

Surfaces définies implicitement

Définition 599
Si F est une application de classe C' d’un ouvert U de R? dans R, la surface définie implicitement par F est

S={(z,y,2) € R® | F(x,y,2) = 0}.

Définition 600
Soit S la surface définie précédemment. Un point M = (x,y, z) de cette surface est dit singulier si dF'(z,y, z) = 0.

Un point qui n’est pas singulier est dit régulier.

Théoréme 601 (Théoréme des fonctions implicites)
Soit F est lapplication définie précédement, et soit (ug,vo,wo) € R3 telle que F(ug,vo,wo) = 0. Si
oF
8—(u0,vo,w0) # 0, alors, il existe € > 0 et ¢ :Jug — &;up + €[ x]vg — ;v + €[— R de classe C* tels que :
z

V(t1,t2) €lug —e;ug +e[x]vg —e;v0 + €[, F(t1,t2, o(t1,t2)) =0,

et p(ug, vy) = wo.
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Proposition 602
Soit S une surface définie implicitement par la fonction F'. Pour tout (ug, vg, wg) telle que dF (ug, vo, wp) # 0, S
possede un plan tangent définie :

(ug, vo, wo) + Ker(dF (ug, vo, wp)),

ou bien sous forme cartésienne :

o (oo o)+ S (o, v, w0)y + (o, 0, )2 = (o v o)t + (i, v, v+ (o, v, )
or Ug, Vo, Wo )T y U, Vo, Wo )Y 92 Uuop, Vo, Wo )2 = or ugp, Vo, Wo )UQ Ay Uo, Vo, Wo )Vo 92 Up, Vo, Wo )Wo-

Remarque: La normale & la surface en (ug,vg, wp) s’en déduit alors simplement, c’est la droite :

—
(ug, vo, wo) + vect(gradf (ug, vo, wp)).

Courbes de ’espace définies comme une intersection de deux surfaces

Proposition 603

Soit C une courbe de I'espace définie comme intersection de deux surfaces S et S'. Soit (ug,vg, wg) € C, si les
deux surfaces S et " admettent en (ug, vo, wo) des plans tangents T} et T distincts, alors C admet en (ug, vo, wo)
une tangente qui est 77 N 715.

20.1.6 Applications aux coniques et aux quadriques

Définition 604

Une conique est une courbe du plan, définie implicitement par :

C={0+zi+yj|az®+bry+ cy®*+de +ey+ f =0},

- =

ou (O,1,7) est une base orthonormée du plan et a, b, c,d, e, f sont des réels.

Définition 605
On dit que I’équation de la conique est réduite dans le repere (0,4, j') si dans ce repere :

C={M=0"+ai"+yj | Az® + By* + C =0},

ou bien
C:{M:OW—:U?—i—yj’ \ Aa:2+By:O},

ou A, B, C sont des réels.

Pratique de la réduction de 1’équation

Dans un premier temps, on écrit ’équation az? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 sous forme matricielle. On pose :

A:<b;‘2 bé2>, X:<z>, L=(d e)

L’équation devient alors X AX 4+ LX + f = 0. On calcule le rang de A. Si A est de rang 2, on procede de la
maniere suivante :

1. On résout le systéme 24X + 'L = 0. On note X = (9 o) la solution de ce systeme.
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2. On effectue le changement de variable : ' = x + x¢ et v = y + yo. Autrement dit X' = X + Xy, ce qui
donne en remplagant dans 1’équation (il faut bien remarquer que A est symétrique) :

"X~ Xo)A(X' — Xo) + L(X' — Xo) + f

='X'AX' — 2" X0AX' 4+ 'XoAXo + L(X — Xo) + f

='X'AX'+ LX' — LX' +'XoAXo— LXo + f

='X'AX' +'XoAXo— LXo + f
On note alors C' = ' XgAX— LXo+ f. Dans le repére (X', 17, j), I'équation de la conique est ' X’ AX'+C = 0.

3. Diagonaliser la matrice A dans une base orthonormale. On a A = !PDP, on pose X” = PX’, I’équation de
la conique devient alors, si X" = (z”,y") et D = diag(A, B) :
Az + By +C =0

Si A est de rang 1, on procede uniquement & la diagonalisation.

Classification des coniques

% + g—; =1 ellipse.
2

ol hyperbole.

a? b2 T
y = ax? parabole.

Quadriques : Réduction et classification

On procede de méme qu’avec les coniques. On a la classification suivante :

— Quadriques de rang 3
2
T4 U4 2 — 1 ellipsoide.

a? b2 c?

g + %j — i—; = 1 hyperboloide a une nappe.

% + %j — i—; = —1 hyperboloide & deux nappes.
© 4 Y — 2 — 0 come.

— Quadriques de rang 2

% + Z—j = 1 cylindre elliptique.

2
ﬁ—i — ¥ = %1 cylindre hyperbolique.
% — ‘Z—j = z paraboloide hyperbolique.
%j + Z—j = z paraboloide elliptique.

— Quadriques de rang 1
y = ax? cylindre parabolique.

20.2 Calcul intégrale

20.2.1 Intégrale double

Définition 606

Soit f : U C R? — R une application continue. Soient a,b, c,d des réels tels que K = [a;b] x [c;d] C U, par
définition l'intégrale de f sur K est définie par :

/ /[a;b}x[c;d]f(x’y)dx ww- | b [ / df(w)da:} a= | ' [ / bf(m)dy] du
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Calcul intégrale

Exemple: Calculer / / xy dz dy.
[0;1] x[051]

Un compact élémentaire de U est une partie A tel qu’il existe des réels a, b, ¢, d et des fonctions continues u, v, r, s

Définition 607

v(x)}
s(y)}-

telles que
R? | a <x <bet u(z)

A = {(z,y) €

<
ER? |c<y<detr(y) <

<y
<

Proposition 608
Si A est un compact élémentaire (vérifiant les conditions précédentes), alors
b [ ro(x) d | rs()
/ / f(z,y)dy | do = / / [z, y)da| dy.
a u(x) c m(y)

La valeur commune des ces deux intégrales est appelée I'intégrale de f sur A et est notée / / flz,y) dx dy
A

Définition 609
Si f est la fonction constante égale a 1, // f(z,y) dz dy est appelée laire de A, et notée A(A)
A

Exemple: Soit A la partie du plan délimitée par les deux paraboles y = x° et x = y*. Calculer I'aire de A

Calculer / / xy dz dy.
A

Proposition 610
Si A est un compact élémentaire de R2, alors Iapplication

fH//Af(rc,y) dz dy

est une forme linéaire sur C(A,R).

Proposition 611
Soient f et g dans C(A,R), alors on a :

1. Si f>0, alors//f(x,y) dz dy > 0.
A

2. Si f > g, alors //Af(w,y) dr dy > //Ag(x,y) dz dy.

3. ’//Af(x,y) dz dy‘ S//Alf(w,y)\dx dyéA(A)Sjp\f(x,y)\-

Corollaire 612
Si A est d’aire nulle, // f(z,y) de dy = 0.
A
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Définition 613

Un compact K est dit quarrable si et seulement si il existe des compacts élementaires F1,..., E,, tel que

n
K= U E; et pour tout ¢ # j, E; N Ej est d’aire nulle.

=1
//Kf(x,y) dxdyzg//&f(x,y) dx dy.

On pose alors :
Remarque: Toutes les propriétés précédentes s’étendent aux compacts quarrables.

Proposition 614

Soit ¢ un C! de U dans V. Soit A C U un compact quarrable tel que B = ¢(A) soit encore quarrable. On
suppose de plus que I’ensemble des points de B qui ont plusieurs antécédents est d’aire nulle, alors pour f dans

C(B,R)
//]gf(x’y> dv dy = //Af(@(u, V) ljacuu(p)] du dv.

Application: Passage en coordonnées polaires.
Soit ¢ : (r,0) — (rcosf,rsind), alors |jac,o(@)| =7

1
Exemple: Calculer 'intégrale / /D mdx dy.

20.2.2 Intégrale curviligne

Définition 615

Une forme différentielle de degré 1 et de classe C* sur un ouvert U de RP est une application w : U — (RP)* de
classe C*.

Remarque: Si w est une forme différentielle, on peut lui associer un unique champ de vecteurs de la maniere
suivante :
Comme w(z) € (RP)*, il existe un unique a, € R? telle que w(x) = (ay|.) (ou (.|.) est le produit scalaire usuel sur

RP). L’application x + a, est un champ de vecteurs, c’est le champ de vecteurs associé (de maniere unique) a la
forme différentielle.

Définition 616
Si (e, ..

., €,,) désigne la base canonique de (RP)*, la forme différentielle constamment égale a e} est notée dx;.

Proposition 617
Pour tout x € U, il existe des P;(x) (définis de maniere unique), tel que

w(x) =Y Pi(z)e].
i=1
Autrement dit,
w= Z Pidz;.
i=1

w est de classe CF si et seulement si tout les P; sont de classe C.

n n
Remarque: Le champ de vecteur associé a w = E P;dx; est g Pie;.
i=1 i=1
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Proposition 618
L’ensemble QF(U) des formes différentielles de classe C* sur U est un R—espace vectoriel.

Définition 619
Une forme différentielle w est dite exacte sur U si il existe une application f : U — R de classe C*~! dont la

différentielle est w. Autrement dit df = w. w est alors une forme différentielle de classe C*.
On dit que l'application f est une primitive de w sur U.

Remarque: Siw est exacte et que f est une primitive de w, alors si v est le champ de vecteurs associé a w, alors

v =gradf.

Définition 620

n

Une forme différentielle de classe C* sur U, w = Z P;dx; est dite fermée si et seulement si :
i=1

or;  OP;

8xj N 81’1 '

Vi, j € [1;n],

Proposition 621
‘ Si w est une forme différentielle exacte, alors elle est fermée.

Définition 622

‘ Un ouvert U est dit étoilé, si il existe un point a de U tel que pour tout = € U, [a;z] C U.

Théoréme 623 (Poincaré)
Soit w une forme différentielle de classe C' sur un ouvert U étoilé. Alors, w est exacte si et seulement si w est

fermé.

Définition 624
Soit w une forme différentielle de classe C' sur un ouvert U, et I' un arc orienté de U, alors on appelle intégrale

[e=] (o) )t

oil ¢ : [a;b] — U est un paramétrage de I', continu et C! par morceaux.
De plus, la valeur de I'intégrale ne dépend pas de la paramétrisation choisie.

curviligne de w sur I' 'intégrale

Remarque: Attention, I'arc est orienté. Si on change 1’orientation, on change le signe de l'intégrale :

e

out I est 'arc I' parcouru a I'envers.

Exemple: Montrer que si I' est une courbe fermée, / w ne dépend pas de l'origine du paramétrage.
r
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Théoréme 625

Soit w une forme différentielle exacte sur un ouvert U, et soit f une primitive de w. Pour tout arc orienté I"
inclus dans U d’origine A et d’extremité B,

[w=1B)- ().
I

En particulier, si I' est une courbe fermée, / w = 0.
r

Exercice: Calculer l'intégrale curviligne / w, avec w = y2dr + x2dy, et T' défini implicitement par 1’équation
r
2?2 +y? —ay = 0.



