Matrices et suites

Dans ce chapitre, U,, est une matrice colonne d’ordre 2 ou 3 et A est une matrice carrée de
méme ordre 2 ou 3.

Si une suite U, vérifie une relation de récurrence du type :
Un+1 = AUn
Alors U,, = A"Uy, pour tout n € N.

PREUVE

Démontrons par récurrence la propriétés (P,), U, = A"Up.
Initialisation :

Pour n =0, A° = I, donc Uy = A°U.

Héreédité :

Supposons que pour un entier n quelconque U, = A"Uy et démontrons que U, = A" 1U,.
o U, 1 = AU, = A x A"Uy d’aprés notre hypothése de récurrence.

donc Uy, 41 = AT,

Conclusion : Pour tout n € N, U, = A"U,. R




Une suite récurrente d’ordre 2 est une suite (u,,) qui vérifie une relation du type :
(1) Upy2 = auy + bupyq -
SionnoteUn:( tn ) et A= ( 0 1 )
Up+1 a b
La relation (1) est équivalente a U, 11 = AU,.
Par conséquent, U, = A"U,.

Retour sur la suite de Fibonacci.
Ecrire U,, en fonction de n. En déduire u,, en fonction de n.

Soient deux suites (uy,) et (vy,) vérifiant :

Upt+1 = —2Up + Uy, . _
{ Uit = —tin + 20n avec ug = 3 et vg = —2.
On pose U,, = ( tn )
Un

1. Déterminer la matrice A telle que U, = AU,,.
2. Calculer A%, puis A°.

3. Donner A".
4

. Donner u,, et v, en fonction de n.

Pr té 2 (Un+1 = AUn I B)
Soit B une matrice colonne de méme ordre que A et U,.

Pour étudier une suite de matrice vérifiant la relation : U,11 = AU, + B
e On cherche une matrice colonne C' telle que C' = AC' + B.

Si I — A est inversible alors C' = (I — A)™'B.

e On pose V,, = U,, — C et la suite (V,,) vérifie la relation :

Vpi1 = AV,. Par conséquent, V,, = A"V

e On revient a la suite (U,), U, =V, + C = A"V + C.

D’ou, V,, = A™(Uy — C) + C.
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