TS spécialité DEVOIR SURVEILLE N°4

Exercice 1 :

Soit A l’ensemble des entiers naturels de lintervalle [1 ; 46].

1. On considére I’équation
(E): 23z+47y=1

ou z et y sont des entiers relatifs.

(a) Donner une solution particuliére (zg, yo) de (E).
(b) Déterminer l’ensemble des couples (z, y) solutions de (E).

(¢) En déduire qu’il existe un unique entier x appartenant a A tel que 23z =1 (47).
2. Soient a et b deux entiers relatifs.

(a) Montrer que siab=0 (47) alorsa=0 (47)) oub=0 (47).
(b) En déduire quesia® =1 (47)alorsa=1 (47)ouaa=—1 (47).

3. (a) Montrer que pour tout entier p de A, il existe un entier relatif g tel que px g =1 (47).

Pour la suite, on admet que pour tout entier p de A, il existe un unique entier, noté
inv(p), appartenant a A tel que

pxinv(p) =1 (47).
Par exemple :
inv(l)=1car 1 x1=1 (47), inv(2) =24 car2x24=1 (47),
inv(3) =16 car 3 x 16 =1 (47).
(b) Quels sont les entiers p de A qui vérifient p = inv(p) ?

(¢) On rappelle que 46! = 46 x 45 x --- x 2 x 1.
Montrer que 46! = —1 (47).



Correction :
Soit A l’ensemble des entiers naturels de lintervalle [1 ; 46].

1. On considére I’équation

(B): 23z4+47y=1

ou z et y sont des entiers relatifs.

(a)
(b)

(—2;1) est une solution de (F) car —2 x 23+ 1 x 47 = 1.
(x ; y) solution de (E) = 23z 4+ 47y =1

23z + 47y =1 par soustraction B B
—2x23+1x47 = 1 = 23(z +2) +47(y —1) =0 = 23(z +2) =
47(1 - y)

Donc 23 divise 47(1 — y), mais 47 et 23 sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme
de Gauss, 23 divise 1 — y.

Donc il existe un entier relatif k tel que 1 —y = 23k soit y =1 — 23k
On a donc aussi, 23(z +2) = 47 x 23k <= & = 47k — 2

On vérifie que, réciproquement, pour tout entier relatif k, (47k — 2;1 — 23k) est bien
solution de (E).

L’ensemble des solutions de (E) est I’ensemble des couples (47k —2;1 —23k) ou k € Z.
2z =1 (47) & ilexiste y € Z, 23z = 1 — 47y < il existe k € Z, v = 47Tk — 2 et
y=1-23k

Deplusz € A1 <47k —2 <46 & 3 <47k < 48.

Or un seul multiple de 47 se trouve dans cet encadrement, c’est 47. Donc k = 1 et
x = 45.

Le seul entier = appartenant a A tel que 23z =1 (47) est 45.

2. Soient a et b deux entiers relatifs.

()

ab=0 (47) < 47 divise ab.
Or 47 est un nombre premier, il apparait donc au moins dans 'une des deux décom-
positions de a ou de b. D’ou le résultat.

A?=1 ANed-1=0 U e @—1a+1)=0 @A) Ba—1=0 (47) ou

a+1=0 (47).--
Tout entier p de A est premier avec 47, donc le théoréme de Bezout assure 1’existence
de (g, s) entiers relatifs tels que gp + 47s = 1.
Onaalorspxg=1 (47).
pEA

(b) p=inv(p) =p* =1 (47)%]95—1 (A7)oup=1 (47)'= p=46oup=1

()

Réciproquement 1 et 46 conviennent bien.

Pour tout entier p de A compris entre 2 et 45, il existe (d’aprés 3a) un entier de A
distinct (d’aprés 3b) inv(p) tel que px inv(p) =1 (47), donc 45! =1 (47). On en
déduit 46! =46 (47) soit enfin 46! = —1  (47).



